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Capítulo 1

Introducción

En el desarrollo de la producción en masa, el más visible exponente fue Henry

Ford, proponiendo la producción en serie como una arquitectura dentro de la cual

muchos sistemas están contruídos [14]. La Teoría Justo a Tiempo (JT), revoluciona

y direcciona nuestro pensamiento acerca de las líneas de producción. En medio de

otros pensamientos, el JT pone énfasis en la reducción de la producción en proceso

y en tener buenos niveles de inventario, reduciendo costos, tiempo de ciclo corto,

elevando la calidad, y ampliando el trabajo asignado a los trabajadores. El sistema

de producción Toyota, fue el primer en poner en práctica el JT, véase por ejemplo

[7].

Una de las reglas del JT es tener trabajadores adicionales, conocidos como tra-

bajadores �otantes o �exibles. Esto se debe a que a diferencia del trabajador
especializado (es decir, que sólo es experto en una sola actividad dentro del sistema

de producción), el trabajador �otante conoce de todas las actividades dentro del sis-

tema de producción. La inversión en trabajadores adicionales a los especializados,

es una práctica que no solo ayuda a la organización a e�cientar las operaciones, sino

además se pueden obtener dividendos por la aplicación de estas prácticas. De�nimos

como estación de trabajo, el lugar donde solo se hace algún tipo de trabajo.

Un ejemplo de estos sistemas de producción son los de manufactura, y en partic-

ular los del tipo maquilador. Para ilustrar lo anterior considérese una maquiladora

que fabrica calcetas y lo hace de la siguiente manera: se tiene un almacén de materia

prima donde llegan calcetas sin coser las cuales pasan a un departamento, llamado

1



1. Introducción 2

Costura, donde esperan hasta que una costurera, cose la punta de dicha calceta. De

ahí pasa a otro departamento llamado Tintorería donde espera hasta que le toca su

turno y se blanquea o se tiñe, dependiendo el tipo de calceta. Posteriormente pasa a

otro departamento llamado Hormado donde se le da la forma del pie, y por último

pasa al departamento de Empaque donde espera hasta que se empaca y se envía

hacia el contenedor. A estos trabajos que permanecen en espera se les conocen como

trabajos en proceso (TP). Este ejemplo se ilustra en la �gura de abajo.

Figura 1

En lo anterior un trabajador especializado es aquel que solo permanece en alguno

de los departamentos (Costura, Tintorería, Hormado o Empaque) y el trabajador

�otante está capacitado para colaborar en cualquier departamento. [14] desarrolla

un estudio sobre este tipo de sistemas para reducir el trabajo en proceso de una

sola línea de producción. En este trabajo se hacen las siguientes consideraciones: (a)

la no colaboración de los trabajadores en un mismo trabajo, (b) dos trabajadores

pueden colaborar en un mismo lugar de trabajo, pero en diferentes actividades, (c)

un trabajador �otante puede colaborar en cualquier trabajo, en cualquier estación

de trabajo, mientras que los trabajadores especializados solo pueden colaborar en

una estación de trabajo, (d) se supone que un trabajador solo atiende un trabajo

a la vez, y (e) se considera el costo por el tiempo que permanece un trabajo en

proceso.

Es conveniente mencionar que muchos sistemas tienen más de una línea de pro-

ducción, (por ejemplo la empresa Acamex S. A de C. V.,Tepeji del Río, Hgo.). Por lo

que esta tesis, como principal objetivo, generaliza los resultados de [14] para diversas
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líneas de producción, bajo las mismas consideraciones de este artículo .

El presente trabajo se organiza de la siguiente manera.

En el capítulo 2 se revisan los antecedentes matemáticos como son: las cadenas
de decisión de Markov en tiempo discreto y en tiempo continuo, el método de

aproximación secuencial, y demás temas que serán herramientas principales para el

desarrollo de nuestro problema.

El capítulo 3 está dedicado al antecedente de nuestro trabajo, dado en [14]. Es
decir, en [14] se trata el caso de una línea de producción con trabajadores especial-

izados y un trabajador �otante. Este caso se modela como un proceso de decisión

de Markov a tiempo continuo, en el cual se consideran ciertos costos de producción

y se presentan asignaciones dinámicas óptimas para el trabajador �otante.

En el capítulo 4 abordamos el problema de más de una línea de producción con
trabajadores especializados y un trabajador �otante. Bajo los supuesto propuestos

en [14], se plantea el problema y se modela como un proceso de decisión de Markov a

tiempo continuo. Con las mismas consideraciones en los costos presentadas en [14],

se dan asignaciones dinámicas óptimas para el trabajador �otante y damos también

un algoritmo para llegar a estas asignaciones óptimas. Demostramos, además, bajo

qué condiciones nuestro sistemas es estable o inestable.

El capítulo 5 presenta una recapitulación de las aportaciones más importantes
de nuestro trabajo y sugiere algunas de las líneas de investigación en las que se

podría seguir trabajando en el futuro.

Finalmente, se presentan tres Apéndices. El Apéndice A trata de los temas bási-

cos de procesos estocásticos. El Apéndice B presenta algunos detalles matemáticos

que complementan las demostraciones de los resultados de la tesis. El Apéndice C

aborda la equivalencia entre un proceso de decisión de Markov a tiempo discreto y

uno a tiempo continuo. Además, para facilitar la lectura del trabajo, se proporciona

una lista con los principales términos y la notación de éste.



Capítulo 2

Preliminares Matemáticos

La teoría de los sistemas de control estocástico, en tiempo discreto está motivada

por sistemas que surgen en aplicaciones. Estamos interesados en el uso de resultados

de esta teoría para el estudio de sistemas de control de colas en tiempo discreto.

Un sistema de colas incluye servidores, clientes y usualmente líneas de espera ó

colas para que los clientes esperen un servicio. En tiempo discreto, los servidores

pueden ser: transmisiones, computadoras o líneas de comunicación, o ellos pueden

ser estaciones, o una línea de producción. Los clientes pueden ser mensajes ó grupos

de longitud �ja de bits, conocidos como paquetes u objetos existentes en los procesos

de manufactura. En este trabajo llamaremos a las colas bu¤ers ó almacenes.

Un sistema de inventarios puede suponerse como un ejemplo de un sistema de

colas. En un sistema de inventarios los clientes son los artículos en el inventario, y

los servidores son demandas externas que remueven estos clientes desde el sistema.

A continuación mostramos un ejemplo común en los sistemas de colas (véase

[13]).

Ejemplo 1 Cola con un solo servidor.

Supongase que paquetes (clientes) entran a cierto almacén. Mientras esperan su

turno, son atendidos por un sólo servidor, y al acabar el servicio se marchan del

sistema. El servicio es usualmente en el orden de arribo, esto es, primero en entrar,

primero en salir (PEPS), pero pueden ser otras disciplinas como: último en entrar,

primero en salir (UEPS), ó en orden aleatorio.

4
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Ahora consideremos las opciones de control. Podemos poner un controlador en

la entrada de la cola que decida que paquete admitir al bu¤er (almacén). También

podríamos imponer un control en el servicio que ajuste el nivel en el cual los paquetes

se atienden.

Ambos métodos de control podrían imponerse simultáneamente.

2.1. Cadena de Decisión de Markov

La estructura matemática que a continuación se presenta se conoce como cadena

de decisión de Markov (también conocida como proceso de decisión de Markov o

un programa dinámico estocástico), el cual nos permite analizar sistemas de control

en tiempo discreto, involucrando aspectos aleatorios. El tiempo se particiona en

longitudes iguales, llamadas periodos. A continuación damos la de�nición de Cadena

de Decisión de Markov.

De�nición 1 Una cadena de decisión de Markov (CDM) consiste de: un espa-
cio de estados, un espacio de acciones, los costos,y una distribución de probabilidad

de transición (véase el apéndice A.3.2):

1. El estado del sistema es la información relevante necesaria para describir las

condiciones actuales del sistema. El espacio de estados es el conjunto de todos

los estados del sistema, el cual denotamos por S y puede ser in�nito numerable

ó �nito.

2. Cuando el sistema está en el estado i 2 S, el controlador tiene varias acciones
disponibles. Estas acciones comprenden un conjunto �nito Ai (no vacío). El

espacio de acciones es el conjunto de la unión de todas las Ai i = 1; 2; :::; K;

el cual denotamos por A:

3. Supongamos que el sistema se encuentra actualmente en el estado i y una

acción a 2 Ai, se elige por el controlador. Entonces se incurre en un costo

(�nito) no negativo C(i; a).

4. Si el sistema está en el estado i y una acción a se elige, entonces el es-

tado al comienzo del siguiente periodo es j con probabilidad Pij(a), donde
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P
j2S Pij(a) = 1. Pij(a) se llama la probabilidad de transición, de ir del estado

i al estado j, bajo la acción a.

2.1.1. Políticas

Informalmente una política es una regla de operación de una CDM. Sea t = 0

el periodo inicial. La CDM puede operar en dos modos. En el modo de horizonte

in�nito, el sistema opera en periodos t = 0; 1; 2; :::. En el modo de horizonte �nito,

el sistema opera en N periodos t = 0; 1; :::; N � 1, donde N es entero positivo �jo.

De�nición 2 La historia al tiempo t = 0 está dada por h0 = (i), i 2 S. Se elige

una acción inicial de Ai de acuerdo a la distribución �(a j i) = �(� j h0), a 2 Ai.

Esta es la distribución de probabilidad de la acción a 2 Ai. Supongamos que a0 2 Ai
se selecciona. Entonces el estado del sistema en t = 1 está determinado por la

distribución de probabilidad de transición asociada con i y a0. Supongamos que ese

estado es j. La historia al tiempo t = 1 está dada por h1 = (i; a0; j). La acción al

tiempo t = 1 se elige de Aj de acuerdo a la distribución �(� j i; a0; j) = �(� j h1).
Una vez que esta acción se elige (digamos a1); entonces el estado del sistema en

t = 2 está determinado por la distribución asociada con j en a. Supongamos que

este estado es k. La historia al tiempo t = 2 está dada por h2 = (i; a0; j; a1; k). El

proceso continúa de esta forma. Supongamos que el proceso estuvo operando para

los periodos t = 0; 1; 2; :::; n � 1 y que el estado al tiempo t = n está determinado.

La historia al tiempo t = n es hn = (i; a0; i1; a1; :::; in�1; an�1; in) de los estados

pasados y acciones en el estado actual. Entonces la acción en n se elige de acuerdo

a la distribución de probabilidad �(� j hn) en el conjunto de acciones asociado con in.
Una vez que esta acción se elige, el estado en el tiempo n+1 puede ser determinado.

El proceso continúa de manera in�nita. Hn es el conjunto de historias bajo n 2 N.

De�nición 3 Una política aleatorizada � es una sucesión � = (�1; �2; :::; �N�1)

donde �n; n = 1; :::; N � 1 especi�ca una distribución de probabilidad q�n(�) en
el conjunto de acciones. Para una política aleatorizada Markoviana, tal �n mapea

el conjunto de estados sobre el conjunto de distribuciones de probabilidad bajo el

espacio de acciones, esto es �t : S ! P (A):
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De�nición 4 Una política no aleatorizada � es una sucesión de mapeos �n;

n 2 N de Hn al conjunto de acciones A tal que �n(hi) 2 Ai para todo i.

De�nición 5 Una política de Markov � se de�ne por el mapeo �n : S ! A tal

que �n(i) 2 Ai; es decir el mapeo solamente depende del estado i:

De�nición 6 Una política estacionaria, denotada por � es un simple mapeo de
� : S ! A tal que �(i) 2 Ai: Para implementar esta política el controlador solo

necesita conocer el estado actual del sistema. Los estados y las acciones pasadas son

irrelevantes.

2.2. Distribución Condicional de Costos

Supongamos que i es el estado inicial y que el proceso opera bajo una política

�. El estado al tiempo t es una variable aleatoria denotada por Xt: Similarmente la

acción elegida al tiempo t es una variable aleatoria, denotada por At. La distribución

de probabilidad conjunta de (Xt; At) está dada por:

P�(Xt = j; At = a j X0 = i), donde podemos tener que a 2 Aj.
En este caso la distribución de probabilidad está bien de�nida. No demostraremos

esto, pero mostraremos el cálculo para t = 0; 1; 2. Esto será su�ciente para indicar

las ideas operativas.

Sea P�(A0 = a j X0 = i) = �(a j i).
Para t = 1, tenemos:

P�(X1 = j; A1 = a j X0 = i) =
X
b2Ai

�(b j i)Pij(b)�(a j i; b; j):

El último término es la probabilidad de elegir la acción b, transitando a j, y eligiendo

la acción a; los términos se suman sobre las acciones b 2 Ai:
Para t = 2, tenemos:

P�(X2 = j; A2 = a j X0 = i)

=
X
b2Ai

�(b j i)
 X

k

Pik(b)
X
d2Ak

�(d j i; b; k)Pkj(d)�(a j i; b; k; d; j)
!
:
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Asociamos con el par aleatorio (Xt; At) el costo C(Xt; At). El costo incurrido al

tiempo t cuando un controlador opera bajo �. Dado que C(Xt; At) es una variable

aleatoria. Un camino efectivo para calcular este es empleando la esperanza dada

por:

E� [C(Xt; At) j X0 = i] =
X
j

X
a2Aj

C(j; a)P�(Xt = j; At = a j X0 = i); (2.2)

y representa el costo esperado al tiempo t. Dado que los costos son no negativos, el

valor esperado (2.2) está bien de�nido. Puede suceder que este valor sea + 1.
Consideremos una situación importante, cuando � es una política estacionaria f .

En este caso emplearemos una notación especial, El costo asociado en el estado i está

denotado por C(i; f), donde f = f(i). Similarmente la probabilidad de transición

será denotada por Pij(f) (véase el apéndice A.3.2).

Entonces Pf (Xt = j; At = a j X0 = i) es cero al menos que a = f(j), y tenemos:

Pf (Xt = j; At = f(j) j X0 = i) = Pf (Xt = j j X0 = i)

=
X
k12S

Pik1(f)
X
k22S

Pk1k2(f):::
X
kt�12S

Pkt�1(f)

: = P
(t)
ij (f):

Entonces de (2.2) se tiene:

Ef [C(Xt; At) j X0 = i] =
X
j

C(j; f)Pf (Xt = j j X0 = i)

=
X
j

C(j; f)P
(t)
ij (f):

Este es el costo esperado al tiempo t; bajo la política estacionaria f .

2.3. Criterios de Optimización

En este trabajo consideramos dos criterios de optimización. El criterio de costo

esperado en horizonte �nito y el costo promedio esperado a largo plazo. Ambos

criterios se basan en el costo promedio E� [C(Xt; At)] ; al tiempo t, como se de�ne

en (2.2):
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Supongamos que el proceso opera bajo un horizonte �nito n y que existe un

costo terminal no negativo F (k) en el que se incurre cuando el proceso está en el

estado k. Sean i un estado inicial, n el horizonte y � una política dada. El costo

esperado en un horizonte n bajo la política � se de�ne como:

��;n(i) = E�

"
n�1X
t=0

C(Xt; At) + F (Xn) j X0 = i

#
(2.3)

=

n�1X
t=0

E� [C(Xt; At) j X0 = i] + E� [F (Xn) j X0 = i] : (2.4)

La última igualdad se sigue por la linealidad del valor esperado.

De�nición 7 La función de valores óptimos en horizonte �nito n, se de�ne como:

�n(i) = inf
�
��;n(i) (2.5)

Ahora damos la de�nición de política óptima bajo este criterio.

De�nición 8 Sea � una política para el criterio de optimización en horizonte �nito.
Entonces � es óptima para el criterio de costo esperado para el horizonte n si
��;n(i) = �n(i) para i2 S:

Dados un estado inicial i y � una política en horizonte in�nito, el costo esperado
promedio a largo plazo se de�ne como:

J�(i) = l��m sup
n!1

1

n
E�

"
n�1X
t=0

C(Xt; At)

#
(2.6)

= l��m sup
n!1

��;n(i)

n
: (2.7)

Ahora de�nimos la función de valores óptimos para el costo esperado promedio

a largo plazo (costo promedio para acortar) como:

J(i) = inf
�
J�(i), i 2 S: (2.8)

donde el ín�mo se toma sobre todas las políticas para el horizonte in�nito. En

seguida se presenta la de�nición de una política óptima bajo este criterio.

De�nición 9 Sea � una política para el horizonte in�nito. Entonces � es óptima
para el criterio de optimización costo promedio si J�(i) = J(i) para i 2 S:
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2.4. Método de Aproximación Secuencial

Supongamos que � es una cadena de decisión de Markov (a tiempo discreto) con

espacio de estados S numerable. De�niremos una sucesión f�NgN�N0 de cadenas
de decisión de Markov que aproxime �.

El espacio de estados en cada �N es �nito y se computa una política óptima

para �N . Bajo ciertas condiciones los resultados de estos cómputos convergerán a

la política óptima para � (véase sección 2.5 de [13]).

De�nición 10 Sea N0 un entero no negativo. La sucesión f�NgN�N0 es una aprox-
imación secuencial (AS) para � si existe una sucesión creciente (SN)N�N0 de sub-

conjuntos �nitos no vacíos de S tal que
1S
N=0

SN = S. Cada �N es una CDM con

espacio de estados SN satisfaciendo dos condiciones:

1. Para cada i 2 SN se tiene un conjunto de acciones Ai y para cada a 2 Ai un
costo C(i; a).

2. Para cada i 2 SN y a 2 Ai; Pij(a;N) es la distribución de probabilidad en SN
tal que:

l��m
N!1

Pij(a;N) = Pij(a); j 2 S: (2.9)

Si nos referimos al caso de horizonte �nito con un costo terminal F, entonces este

mismo costo terminal se aplica a�N . Al enteroN , se le llama nivel de aproximación.

La CDM �N tiene como espacio de estados un subconjunto de S. En este sub-

conjunto �nito, el conjunto de acciones y los costos para �N son exactamente los

mismos para �. Solamente las probabilidades de transición son diferentes. De esta

forma las distribuciones en un subconjunto �nito convergen a la distribución original

en �. Las distribuciones en la de�nición se llaman distribuciones de aproximación.

Así entonces solo se requieren de dos condiciones para especi�car un AS; el

subconjunto �nito y la distribución de aproximación.

El camino más importante para de�nir la distribución de aproximación es por

medio de un procedimiento de aumentación.

Este procedimiento se usa cuando el espacio de estados es multidimensional. La

idea es la siguiente:



2. Preliminares Matemáticos 11

Supongamos que el proceso está en el estado i 2 SN y se elige la acción a. Para
j 2 SN la probabilidad Pij(a) no se cambia. Ahora supongamos que Pir > 0 para

algún r =2 SN : Esto es, bajo esta probabilidad, el proceso original transitará al estado
r fuera de SN . A esto le llamamos excesos de probabilidad asociados con (i; a; r;N).

Estos excesos de probabilidad se redistribuyen (es decir se envían) a los estados de

SN de acuerdo a la distribución especi�cada. Generalmente esta distribución puede

depender de i; a; r y N ; esta se llama distribución de aumentación asociada con

(i; a; r;N). Se requiere además de�nir Pir(a) = 0. A continuación se da la de�nición

formal de un procedimiento de aumentación.

De�nición 11 La sucesión de aproximación f�NgN�N0 es una aproximación se-
cuencial del tipo de aumentación (ASTA) si la distribución de aproximación cumple

lo siguiente:

Dado i 2 SN y a 2 Ai, para cada r =2 SN existe una distribución de probabilidad
(qj(i; a; r;N))j2SN , llamada la distribución de aumentación asociada con (i; a; r;N),

tal que:

Pij(a;N) = Pij(a) +
X

r2S�SN

Pir(a)qj(i; a; r;N); j 2 SN : (2.10)

Proposición 1 La ecuación (2.10) de�ne una distribución de probabilidad de aprox-
imación en SN :

Demostración. Para mostrar que (2.10) de�ne una distribución de probabili-
dad, note que:X

j2SN

Pij(a;N) =
X
j2SN

Pij(a) +
X
j2SN

X
r=2SN

Pir(a)qj(i; a; r;N)

=
X
j2SN

Pij(a) +
X
r=2SN

Pir(a)

 X
j2SN

qj(i; a; r;N)

!
=

X
j2SN

Pij(a) +
X
r=2SN

Pir(a)

=
X
j2S

Pij(a) = 1:
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El intercambio en la sumatoria en la segunda línea es válida dado que todos los

términos son no negativos. La tercera línea se sigue dado que las probabilidades en

una distribución de aumentación suman 1. Ahora mostraremos que la distribución

en (2.10) satisface (2.9). Primero observemos que:

1 =
X
j2SN

Pij(a) +
X
r=2SN

Pir(a): (2.11)

Dado que el conjunto SN crece a S, este es el caso en el que el primer término en

el lado derecho de (2.11) se aproxima a 1 cuando N !1. De donde tenemos:

l��m
N!1

X
r=2SN

Pir(a) = 0: (2.12)

Ahora �jemos j 2 S, y asumimos que N es más grande que j 2 SN . Dado que los

términos en (2.10) son no negativos y qj � 1 se sigue que:

Pij(a) � Pij(a;N) � Pij(a) +
X
r=2SN

Pir(a); (2.13)

tomando límite en (2.13) cuando N !1, el resultado se sigue de ( 2.12).

2.5. Cadena de Decisión de Markov a Tiempo

Continuo

En esta sección discutiremos una estructura matemática, llamada Cadena de

Decisión de Markov a Tiempo Continuo (CDMTC) que se usa para modelar el

control de ciertos sistemas que ocurren a tiempo continuo.

La CDMTC denotada por 	; tiene espacio de estados S; que es un conjunto

numerable. Asociada con cada i 2 S existe un conjunto �nito no vacío Ai de acciones
disponible en i. Asumimos que la acción a 2 Ai se elige. Entonces se incurre en un
costo. Este consiste de un costo instantáneo G(i; a) incurrido inmediatamente y un

parámetro de costo g(i; a), tal efecto ocurre hasta la siguiente transición.

El tiempo hasta la siguiente transición está distribuido exponencialmente (véase

el apéndice A.2) con parámetro v(i; a). El nuevo estado de acuerdo a la distribución

de probabilidad (Pij(a))j2S: La teoría puede ser desarrollada asignando Pii(a) > 0:
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Sin embargo para muchos sistemas se tiene que Pii(a) = 0, y nosotros suponemos

esto último.

2.5.1. Optimización Costo Promedio de una CDMTC

En esta sección daremos un conjunto de suposiciones que permiten computar

una política estacionaria costo promedio óptima para 	:

De manera intuitiva de�nimos una política � como una regla no anticipatoria

para la elección de acciones.

Esto puede depender de la historia de los procesos a través del estado presente

y puede aleatorizar entre las acciones. La historia incluye el estado pasado de los

procesos, las acciones elegidas en esos estados, y el tiempo esperado en esos estados.

Una política estacionaria se de�ne como en la sección 2.1.1.

Existen dos de�niciones comunes de los costos promedio bajo una política arbi-

traria. La primera de�nición considera el costo esperado incurrido bajo la política

durante el intervalo [0; t), dividiendo sobre t y tomando límite superior de esta can-

tidad cuando t!1. Nosotros emplearemos la segunda de�nición, la cual considera
el costo esperado incurrido durante n transiciones, dividido por el tiempo esperado

de estas transiciones, y entonces tomamos el límite superior cuando n ! 1. For-
malmente sea E�[Cn] el costo total esperado incurrido bajo � durante los primeros

n periodos de transición. Sea E�[Tn] el tiempo total esperado tomado bajo � para

los n primeros periodos de transición. Entonces de�nimos:

J	� (i) = l��m sup
n!1

E� [Cn j x0 = i]

E� [Tn j x0 = i]
, y (2.14)

J	(i) = inf
�
J	� (i); i 2 S: (2.15)

La igualdad ( 2.14) está bien de�nida, lo cual se puede ver en la sección 2.2.

Estamos interesados en las condiciones bajo las cuales J	(i) es idénticamente

igual a una constante (�nita) J	 y la existencia de una política estacionaria costo

promedio óptima que sea computable.

Note que si el proceso está en el estado i 2 S y una acción a 2 Ai se elige,

entonces el tiempo esperado hasta un cambio del estado está dado por �(i; a) = 1
v(i;a)

:

A continuación se tiene la siguiente hipótesis:
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Hipótesis 1 Supongamos que el proceso se encuentra en el estado i 2 S y una

acción a 2 Ai se elige, entonces, existen constantes B y � tal que:

0 < � < inf
i;a
�(i; a) � sup

i;a
�(i; a) � B <1: (2.16)

Lema 1 Sea 	 una CDMTC satisfaciendo la hipótesis 1, y sea e una política esta-
cionaria para 	. Supongamos que existe una constante Z y una función z acotada

por abajo en i tal que:

Z�(i; e) + z(i) � G(i; e) + g(i; e)�(i; e) +
X
j

Pij(e)z(j); i 2 S: (2.17)

Entonces J	e (i) � Z para i 2 S:

Demostración. Para evitar confusión con el tiempo continuo, emplearemos k
para el índice en tiempo discreto. Probaremos por inducción que:

Ee [z(Xk)] � ZBk + z(i) para k � 0:

De la ecuación (7.6) de [13] se tiene:

Ee(G(Xk; e)+g(Xk; e)�(Xk; e)) � ZEe [�(Xk; e)]+Ee [z(Xk)]�Ee [z(Xk+1)] k � 0:
(2.18)

Sumando los términos en (2.18) para k = 0; 1; 2; :::; n� 1 y dividiendo por la suma
de los tiempos de transición esperado obtenemos:

n=1X
k=0

Ee [G(Xk; e) + g(Xk; e)�(Xk; e)]

n=1X
k=0

Ee [�(Xk; e)]

� Z +
z(i)� Ee [z(Xn)]
n=1X
k=0

Ee [�(Xk; e)]

� Z +
z(i) + L

n�
;

(2.19)

donde �L es una cota �nita por abajo para z y � es como en la hipótesis 1. Ahora
tomando el límite superior en ambos lados de (2.19). El límite superior de el lado

izquierdo de (2.19) es J	e (i), y se tiene el resultado.

El plan ahora es introducir una Cadena de Decisión de Markov auxiliar (a tiem-

po discreto) � que conecte estrechamente con el proceso a tiempo continuo 	.
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Podemos, entonces, formar una sucesión de aproximación f�NgN�N0 para � y usar
métodos computacionales introducidos en el capítulo 8 de [13] para computar una

política estacionaria costo promedio óptima para �. Bajo ciertas suposiciones esta

política también es óptima para 	 (véase [15]). El desarrollo puede ser representado

esquemáticamente como:

	 =) � =) f�NgN�N0 ;

donde 	 es el proceso original a tiempo continuo con espacio de estados in�nito, �

es el proceso auxiliar a tiempo discreto con espacio de estados in�nito, y f�NgN�N0
es la sucesión de aproximación para � consistiendo de un proceso con espacio de

estados �nito, para el cual se pueden realizar cómputos.

Ahora de�nimos la CDM (en tiempo discreto) �. Los estados y las acciones son

los mismos que 	. Sean i; j 2 S y a 2 Ai, las probabilidades de transición (véase el
apéndice A.3.2) y los costos están dados por:

P �ij(a) =

(
�v(i; a)Pij(a); j 6= i;

1� v(i; a); j = i; y
(2.20a)

C(i; a) = G(i; a)v(i; a) + g(i; a): (2.20b)

Note de (2.20a) que �v(i; a) = �=�(i; a) � 1. Si el proceso está en el estado i,

entonces en cada periodo la probabilidad de transitar a j 6= i es proporcional a la

probabilidad en 	. Además la probabilidad de permanecer en i es cero. Esto puede

ser contrastante a 	 para el cual Pii(a) = 0:

Observe que el conjunto de políticas para � y para 	 no son idénticas. Una

política para 	 solo puede seleccionar una nueva acción cuando una transición

ocurre en el estado. Una política para � puede elegir una nueva acción en cada

periodo de tiempo, incluso si permanece en el mismo estado. Además, es fácil ver

que el conjunto de políticas estacionarias es idéntico. Para esto es crucial el siguiente

lema.

Lema 2 Sea 	 una CDMTC satisfaciendo la hipótesis 1, sea � una CDM auxiliar,

y sea e una política estacionaria.
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i) Supongamos que existe una constante (�nita) Z y una función (�nita) w tal

que:

Z + w(i) � C(i; e) +
X
j

P �ij(e)w(j); i 2 S: (2.21)

Entonces Z y z = �w satisfacen (2.17).

ii) Supongamos que existe una constante �nita Z y w = z=� que satisfacen

(2.17). Entonces Z y w = z=� satisfacen (2.21).

Demostración. i) Supongamos que (2.21) se cumple. Sustituyendo z=� por
w en (2.21) y usando (2.20a) se tiene (2.17), después de algunas manipulaciones

algebraicas. La demostración de (ii) es similar:

Ahora daremos una hipótesis que conecta el costo promedio mínimo en 	 y en

�:

Hipótesis 2 Se tiene que J�(:) � J	(:); donde J�(:) es el mínimo costo promedio

en �:

Supongamos que se tiene una sucesión de aproximación f�NgN�N0 para �. El
siguiente resultado es análogo al Teorema 8.1.1 en [13] y concede el computo de una

política estacionaria costo promedio óptima para 	.

Teorema 1 Sea 	 una CDMTC satisfaciendo la hipótesis 1, sea � una CDM aux-

iliar tal que la hipótesis 2 se tiene, y sea f�NgN�N0 una sucesión de aproximación
para � satisfaciendo las suposiciones (AC) de la sección 8.1 de [13]. Note que de

8.1 de [13] se tiene:

JN + rN(i) = m��n
a

(
C(i; a) +

X
j2Sn

P �ij(a;N)r
N(j)

)
; i 2 SN ; N � N0: (2.22)

Entonces:

i) La cantidad J� = l��m
N!1

JN es el costo promedio mínimo en � y 	.

ii) Cualquier punto límite e� de una sucesión
�
eN
	1
N=1

de políticas estacionarias

realizando el mínimo en (2.22), es costo promedio óptimo para � y 	.

Demostración. Dadas las suposiciones (AC) de la sección 8.1 de [13], para
f�NgN�N0 y �; la demostración y conclusiones del Teorema 8.1.1 de [13] se tienen
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para f�NgN�N0 y �. De tal resultado concluimos que la cantidad J
� es el mínimo

costo promedio en �; e� es costo promedio óptimo en �; de la ecuación 8.3 en [13]

se sigue que:

J� + w(i) � c(i; e�) +
X
j

P �ij(e
�)w(j); j 2 S: (2.23)

Se sigue del lema 1.2 que Z = J� y z = �! satisface (2.17). Además de la hipótesis

(AC3) de la sección 8.1 de [13] se tiene que ! (y por lo tanto z) es acotada por

abajo en i. El lema 1.1 implica que

J�e�(:) � J� � J�(:) � J	(:) � J	e�(:);

donde la segunda desigualdad se sigue de la hipótesis 2. Por lo tanto esos términos

son iguales. Esto prueba que e� es costo promedio óptimo para 	 con costo promedio

constante J�:

Comentario 1 Si la hipótesis 1 se cumple, y sea e una política estacionaria. En-
tonces e induce una CM en �: Similarmente e induce lo que es conocido como

Cadena de Markov a Tiempo Continuo (CMTC) en 	: Este método usa algunos

resultados de la teoría de costo promedio para la cadena de Markov en tiempo con-

tinuo. Daremos la idea pero omitimos los antecedentes de este material (véase pág.

247 de [13]).

Idea de la Demostración. Las clases comunicantes (véase el apéndice A.3.2)
de CM y CMTC son la misma. Sea R una clase. Entonces R es recurrente positiva

(véase el apéndice A.3.1 y A.3.2) en la CM si y sólo sí esta es recurrente positiva en

la CMTC. De esto se puede demostrar que:

��i (e) =
�(i; e)�	i (e)P
j2R �(j; e)�

	
j (e)

; i 2 R; (2.24)

donde el denominador del lado derecho de (2.24) es una constante normalizada, la

cual se denota por : Usando esto, podemos demostrar que el costo promedio en R
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es el mismo para CM y CMTC. Esto es:

J�e;R =
X
i2R

C(i; e)��i (e)

=
X
i2R

[G(i; e)v(i; e) + g(i; e)]��i (e)

=
1



X
i2R

[G(i; e) + g(i; e)�(i; e)]�	i (e)

= J	e;R:

La segunda línea se sigue de (2.20a), y la tercera línea se sigue de (2.24). La última

línea se sigue de la teoría de CMTC. Y suponiendo que J�(:) es una constante J� y

J	(:) es una constante J	: Además supongamos que existe una política estacionaria

costo promedio óptima f para 	 induciendo una CMTC con una clase recurrente

R (véase el apéndice A.3.1);

J� � J�f;R = J	f;R = J	: (2.25)

Por lo tanto, la hipótesis 2 se cumple.



Capítulo 3

Una Línea de Producción con K
Trabajadores Especializados y un
Trabajador Flotante

A continuación mostramos una serie de resultados debido a [14], donde se mod-

ela y analiza una línea de producción en serie con especialistas en cada estación y

un trabajador �otante (TF) que puede trabajar en cualquier estación. Se formula

un Modelo de Decisión de Markov de K-estaciones de producción en el cual: (1) los

trabajadores no colaboran en el mismo trabajo, y (2) dos trabajadores pueden co-

laborar en el mismo trabajo en alguna estación de trabajo, pero en diferentes tareas

al mismo tiempo. Este modelo considera los costos, por el tiempo de permanecer en

cada estación. Se propone una política costo promedio óptima para determinar las

asignaciones del trabajador �otante.

3.1. Descripción del Modelo

Este modelo presenta una línea de producción en serie con K + 1 trabajadores

y K estaciones etiquetadas como 1; 2; :::; K, cada estación tiene un bu¤er in�nito

de trabajos. Las estaciones pueden arreglarse en una línea. En cada estación hay

dos estaciones de trabajo, una que es atendida por un trabajador especializado y

la otra está disponible para el TF cuando se necesite. El tiempo para completar un

19
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trabajo en una estación de trabajo en la estación s (s = 1; 2; :::; K) está distribui-

da exponencialmente (véase el apéndice A.2) con parámetro �s considerando si el

especialista o el TF está trabajando ahí. Este modelo es un sistema de producción

abierto, con arribos de acuerdo a un proceso de Poisson con parámetro � (véase el

apéndice A.2):

Si el TF se mueve a la estación s, él puede comenzar a servir un segundo trabajo

en la estación s, siempre y cuando haya un segundo trabajo en tal estación. El

trabajador TF no colabora en un mismo trabajo con un especializado, si hay solo

un trabajo en la estación, el TF no trabajará en éste. El tiempo de servicio de un

segundo trabajo en la estación s está distribuido exponencialmente con parámetro

�s.

3.2. La Formulación del Modelo como PDMTC

A continuación se construye el modelo como un Proceso de Decisión de Markov

en Tiempo Continuo (PDMTC) denotado como 	: Para el PDMTC, tenemos:

1. El Espacio de Estados. El Espacio de estados está dado por

S = f(i1; i2; :::; iK) j is 2 N; s = 1; 2; :::; Kg ;

donde is denota el número de trabajos en la estación s, s = 1; 2; :::; K:

2. Épocas de Decisión. Las épocas de decisión suceden cuando justamente un

trabajo entra al sistema (siempre entra al bu¤er 1) o un trabajo se ha com-

pletado y si esto ocurre en la estación s entonces tal trabajo será sustraído del

bu¤er s y se agregará al bu¤er s+ 1; s = 1; 2; :::; K.

3. Espacio de Acciones: El espacio de acciones está dado por A = f1; 2; :::; Kg ;
donde elegir a 2 A; signi�ca que el TF se moverá (instantáneamente) a la

estación a 2 A (o permanecerá en ella, si él está ahí).

4. Hs > 0, será el parámetro de costo por cada unidad de tiempo que el trabajo

este en la estación s; s = 1; 2; :::K. Dado un estado i y una acción a se elige
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entonces se incurre en un costo dado por: g(i; a) =
P

sHsis = h(i): Estos

costos no son instantáneos.

5. El tiempo de transición de un estado a otro está distribuido exponencialmente

con parámetro:

�(i; a) = �+
X

�sI(is � 1) + �aI(ia � 2); (3.1)

donde I(E) es la función indicadora para el evento E. El primer término del

lado derecho de (3.1) es el parámetro de arribo. El segundo término de (3.1) es

el parámetro de servicio de los trabajadores especializados y el último término

es el parámetro de servicio del TF.

Para propósitos computacionales transformamos 	 bajo un Proceso de Decisión

de Markov (PDM), � usando uniformización (véase sección 2.5).

El espacio de estados para � es el mismo que para 	. Ahora elegimos un �

�jo, el periodo de transición del sistema uniformizado (en unidades de tiempo por

transición), satisfaciendo:

� = (�+
X

�s +m�ax f�sg)�1:

Si el sistema está en el estado i al inicio de un periodo y se toma una de-

cisión a al comienzo del siguiente periodo, el sistema tendrá una transición a i +

e1 (donde es es el vector cuya componente s es 1 y las demás son cero, s =

1; 2; :::; K) con probabilidad ��, tendrá una transición a i� es+ es+1 con probabili-
dad ��s [I(is � 1) + I(a = s; is � 2)], y de (3.1) permanecerá en i con probabilidad
1 � ��(i; a): De�nimos ek+1, como el vector que controla en caso de completar un

trabajo en la última estación. El costo en que se incurre al comenzar un periodo de

tiempo es C(i; a) = g(i).

El problema clave aquí es que � tiene un bu¤er in�nito, y podemos buscar un

camino para implementar cómputos rigurosos con solamente un espacio de estados

�nito. Empleamos el método de aproximación secuencial (AS) introducido en la

sección 1.3 al reemplazar � con una sucesión f�NgN�N0 de espacio de estados
�nito PDM en el cual se hacen cómputos.
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El espacio de estados de �N consiste de vectores i = (i1; i2; :::; iK) tal que is � N

s = 1; 2; :::; K ( el máximo tamaño del bu¤er es de N trabajos). El método AS no es

un simple esquema de truncamiento. Se distribuyen los �excesos de probabilidad�que

causa que el sistema salga fuera de la cota. El sistema puede solamente escapar a�N

desde un estado acotado para el cual algún bu¤er está lleno. Si i1 = N; un sobre�ujo

ocurrirá en el bu¤er 1 si un nuevo trabajo arriba, el cual ocurre con probabilidad

��: Este exceso es asignado al estado i, efectivamente se le niega la entrada a un

nuevo trabajo en la estación 1 cuando el bu¤er está en el nivel N , hasta que se

completa un trabajo. Similarmente, si is = N; para algún s, 2 � s � K; entonces

con probabilidad ��s�1 [I(is�1 � 1) + I(a = s� 1; is�1 � 2)] el siguiente estado es
j, donde js�1 = is�1 � 1; y las demás coordenadas de j son iguales a las de i: El
efecto de esta asignación es remover los trabajos completados en s�1 desde el bu¤er
previo y descartar éstos. El costo en �N es el mismo que �:

En resumen se reduce el PDMTC 	 al asociado espacio de estados in�nito en

tiempo discreto PDM�; el cual aproximamos por una sucesión de espacio de estados

�nito f�NgN�N0 para propósitos de cómputo.

3.3. Optimalidad, Estabilidad y Acotamiento

El objetivo es determinar una política dinámica que especi�que el mínimo costo

promedio esperado por unidad de tiempo. Supongamos que 	 está controlada bajo

una política �. Sea F (t) el costo total incurrido durante un intervalo [0; t). Para el

estado inicial i, el costo promedio bajo � y el costo promedio óptimo están de�nidas

respectivamente como:

J
(1)
� (i) = l��m sup

t�!1
E
(i)
�

�
F (t)

t

�
; J (1)(i) = inf

�
J
(1)
� (i): (3.2)

Una política estacionaria (como opuesta a una política aleatorizada o política

variando en el tiempo) toma la misma decisión en el estado i, recurrente en cuaquier

estado de tiempo. Esto puede mostrar que nuestro modelo es ergódico bajo nuestras

condiciones de estabilidad (véase el comentario 3 abajo). En resumen buscamos una

constante J (1) y una política estacionaria f tal que:

J (1) � J
(1)
f = J (1)(i) 8 i: (3.3)
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Comentario 2 Una CM se llama Estable si es ergódica. Y se llama Inestable si
es débilmente ergódica.

En el caso especial en que Hs � 1; entonces J (1) es igual al mínimo número

promedio de trabajos en la línea, y una política óptima garantiza el promedio mínimo

de trabajos en proceso. Se tienen las siguientes de�niciones: rs = �=�s; el cual mide

la carga ofertada en la estación s, (véase el apéndice A.4.1) sea qk =
PK

k=1 rk =PK
k=1 �=�k el cual se interpreta como la carga ofertada de todo el sistema. Sea � el

conjunto de índices de las colas con rs � 1, y sea j�j el número de colas del conjunto.
En adición a la condición de estabilidad, (véase el apéndice A.3.1) es importante

encontrar una política que estabilice el sistema. Nos enfocaremos a la política �Cola

más Larga� (CL), la cual en muchos casos es fácil de implementar y no requiere

complicados parámetros. En cualquier época de decisión, de�nimos la política CL

que asigna al TF a la cola más larga. Si dos o más colas empatan a ser las más

largas se elige a la que esté más cerca de éste.

Hipótesis 3 q < j�j+ 1; donde: q =
X
s2�

rs =
X
s2�
(�=�s);donde j�j es el número de

colas del conjunto �;y � = fs j rs � 1 y s 2 f1; 2; :::Kgg :

Teorema 2 El modelo puede ser estabilizado por la política CL si la hipótesis 3
se cumple. Además, modelo no puede ser estabilizado por cualquier política si q >

j�j+ 1:

Demostración. La demostración tiene dos partes: en la parte 1, probamos que
si la hipótesis 3 se cumple, entonces CL estabiliza el sistema, y en la parte dos,

probaremos que si q >j � j +1, entonces el sistema es inestable.
Parte 1. Mostraremos que si se cumple la hipótesis 3 entonces la política CL

puede estabilizar el sistema. Probaremos la parte 1 demostrando lo contrario, es

decir: Si el modelo es inestable bajo la política CL, entonces la hipótesis 3 no se

cumple. Sea �TFs la porción de tiempo a largo plazo en la cola s del TF, ya sea

ocupado o desocupado como sigue:

De�nimos IsTF (t) t � 0, s 2 f1; 2; :::Kg como el proceso estocástico en el cual la
función indicadora que toma el valor de 1 cuando TF está sirviendo un trabajo ó

simplemente está desocupado en la estación s. Esto es:
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IsTF (t) =

8><>:
1 si TF está en la estación s ya sea ocupado,

o desocupado,

0 otro caso.

Entonces:

�TFs = l��m
T!1

1

T

TZ
0

IsTF (t)dt:

De forma análoga de�nimos TFs la porción de tiempo a largo plazo del TF en la

cola s ocupado (es decir trabajando). Esto es:

eIsTF (t) =
(
1 si TF está en la estación s ocupado trabajando,

0 otro caso.

Entonces:

TFs = l��m
T!1

1

T

TZ
0

IsTF (t)dt;

se tiene que:

TFs � �TFs :

Iniciaremos con un análisis preliminar que veri�que que el sistema es lo su�ciente-

mente bien comportado para nuestra aproximación. Bajo la política CL, la cadena

de Markov estacionaria describiendo el comportamiento del sistema es fácilmente re-

conocido a ser irreducible (véase el apéndice A.3.1). Note que la Cadena de Markov

Controlada se establece basada en la regla de que los especialistas nunca están

ociosos cuando un trabajo está presente. Esto garantiza que la Cadena de Markov

es aperiódica (véase el apéndice A.3.2).

De la de�nición 3.11 y la sección 3.5.3 de [7], la Cadena de Markov es ergódica

(débilmente ergódica en el caso de inestabilidad) y la distribución de estado esta-

cionario (véase el apéndice A.3.1) en la Cadena de Markov existe. Dado que �TFs
puede ser expresado en términos de la probabilidad de inicio en un conjunto de esta-

dos en la Cadena de Markov, además existe (como una constante casi seguramente)

y está en [0; 1].
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Conociendo que �TFs existe, ahora retomamos la demostración. Esto es, probare-

mos que si nuestro modelo es inestable bajo una política CL, entonces la hipótesis

3 no se cumple.

La demostración se presenta en dos casos:

Parte 1, caso 1. Nuestra hipótesis será que todas las colas son inestables y
mostraremos que la hipótesis 3 no se cumple.

Agregaremos rigor comprendiendo las implicaciones de la utilización del servicio

(especialistas y TF), usaremos la Ley de Little (véase el apéndice A.3.1) aplicando

individualmente, a los servidores especializados y al trabajador �otante solamente

en s.

Para el caso especialista nos enfocaremos al modelo del subsistema que toma

solamente el servidor (en cualquier cola) el tiempo promedio de espera es ��1s .

El número promedio, de trabajos a largo plazo en nuestro subsistema es Lspsub,

poniendo la porción de tiempo a largo plazo del servidor (especializado) ocupado

en s, el cual llamaremos sps .

Es claro que cuando el parámetro de llegadas crece, y tal parámetro de �ujo de

los especialistas se aproxima a �s; por abajo.

La Ley de Little (véase el apéndice A.3.1) prueba que sps existe, es �nita y se

aproxima por abajo al valor 1 (mediante el 100% de los especialistas ocupados).

En otras palabras, repitiendo este ejercicio y enfocandonos en el proceso de

completar los trabajos por TF, revela que TF se generará un parámetro en s dado

por �TFs = TFs �s; trabajos por unidad de tiempo.

Así entonces, combinando los parámetros de salida en s, se tiene:

�sps + �TFs = (1 + TFs )�s:

Dado que la dinámica del sistema de colas entero, no permite que el parámetro de

trabajos de salida en cualquier estación de trabajo pueda exceder el parámetro de

llegadas al sistema entero. Esto es:

(1 + TFs )�s � �: (3.4)

Bajo CL, el TF nunca puede estar ocioso en el sistema cuando dos ó más trabajos

están presentes en al menos una cola. Cuando todas las colas en � son inestables,
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éstas pueden crecer, de manera no acotada, sobre una longitud de tiempo in�nito

bajo la política CL, la porción de tiempo esperado a largo plazo del TF ocupado

trabajando en las colas en � es 1, y:

TFs = �TFs : (3.5)

Combinando (3.4) y (3.5), multiplicando ambos lados por ��1s y usando la de�nición

de rs se tiene:

(1 + �TFs )�s � �;

��1s (1 + �
TF
s )�s � ���1s ;

(1 + �TFs ) � �

�s
;

�TFs � �

�s
� 1;

�TFs � rs � 1:

Además, por de�nición: X
s2�

�TFs = 1;

y se tiene también que las colas en f1; 2; :::; kg � � son estabilizadas solamente por

especialistas y no reciben ayuda del TF �en la cola más larga�cuando las colas en �

son inestables (véase el apéndice A.3.1), se tiene:

1 =
X
s2�

�TFs �
X
s2�
(rs � 1) = q � j�j ;

esto es: q � j�j+ 1, la cual es la negación de la hipótesis 3.
Parte 1, caso 2. Ahora consideremos la posibilidad de que bajo la política CL

algunas de las colas en � son inestables (véase el apéndice A.4) (esto es, existe un

conjunto no vacío de colas inestables, U � �), mientras que las otras colas en �

son estables (esto es, existe un conjunto no vacío de colas estables, Y = � � U).

Mostraremos que esto no puede pasar bajo la política CL, del caso 1 se establece el

resultado.

Se sigue que (rs � 1) � 0 para s 2 Y y la hipótesis de que las colas en Y son

estables, bajo cualquier política (incluyendo CL) TF gasta una porción promedio a
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largo plazo positiva de su tiempo en cualquier cola en Y al estabilizar este (TFs > 0 :

s 2 Y ): Esto es posible que TF gaste tiempo en las colas en f1; 2; :::; kg� � pero no
necesariamente porque todas las colas en este conjunto pueden ser estabilizadas por

los especialistas sin ayuda del TF. En contraste, cualquier cola en U es inestable y

tendrá una longitud de cola más larga que cualquier cola en Y ó en f1; 2; :::; kg � �
sobre una longitud de tiempo no acotada.

Esto implica que CL nunca asignará a TF a cualquier cola en Y (esto es TFs = 0;

s 2 Y ), ¡lo cual es una contradicción!.
Parte 2. Demostraremos que: si q > j�j+ 1;entonces el sistema es inestable.
De igual manera que en la demostración anterior, probaremos lo contrario, esto

es:

Si el sistema es estable, entonces:

q � j�j+ 1:

Nos referiremos a la aproximación usando la Ley de Little (véase el apéndice A.3.1).

Cuando el sistema es estable, todas las estaciones de trabajo son estables y no hay

largos términos en cualquier cola. Aquí, la combinación del parámetro de salida

desde cualquier estación s 2 �; (es decir, �sps + �TFs ) pueden ser igual a lo más al

parámetro de llegadas esto es

�sps + �TFs = �:

Porque la longitud promedio del modelo del subsistema de los servidores especial-

izados solamente puede ser a lo más 1.

El parámetro de salida del especialista puede ser a lo más �s; es decir, �
sp
s � �s;

de donde se tiene:

�TFs �s � �TFs � �� �s;

�TFs � (�� �s)=�s = rs � 1: (3.7)

Observe que esta es una restricción básica que TF asigne exactamente 100% de su

tiempo (trabajando u ocioso) al sistema de colas entero. Bajo nuestra de�nición de
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�s y usando (3.7) se tiene:

KX
s=1

�TFs = 1;X
s2�

�TFs � 1;X
s2�
(rs � 1) � 1;X

s2�
rs � 1 +

X
s2�
1;

q � j�j+ 1:

El siguiente teorema es el resultado principal del capítulo. Demuestra que una

política óptima para un tiempo continuo, del modelo de estados in�nito 	 existe, y

una política control y un costo pueden ser determinados precisamente por computo,

usando iteración de valores en �l el modelo de espacio de estados �nito, en tiempo

discreto.

Teorema 3 Supóngase que la hipótesis 3 se cumple. Entonces el costo promedio en
�l es una constante Jl y una política óptima estacionaria el puede ser calculada

usando iteración de valores. Además, Jl �! J (1) y la política límite de el, denotada

por e, es óptima para 	:

Demostración. Seguiremos la aproximación de la sección 2.5 excepto que aquí
trataremos con el costo promedio como se de�nió en las ecuaciones (3.2). La última

de�nición es como sigue. Dada una política � y un estado inicial i; sea Fn el costo

total incurrido durante los primeros n periodos de transición, y sea Tn el tiempo

total de estas transiciones. Entonces de�nimos:

G
(1)
� (i) = l��m sup

n!1

E
(i)
� [Fn]

E
(i)
� [Tn]

;

y sea G(1)� (i) el ín�mo sobre todas las políticas.

El argumento tiene varios pasos. Primero emplearemos la Proposición 12 del

apéndice B para probar que (3.3) se tiene para una política estacionaria óptima.
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La política estacionaria usada para veri�car esta hipótesis de este resultado es la

política CL.

Tal regla induce una Cadena de Markov recurrente positiva irreducible (véase

el apéndice A.3.1) en todo el espacio de estados y produce un sistema estable con

longitud de cola, con media �nita. De este modo, el costo promedio es �nito. Este es

entonces el caso en el que una política estacionaria existe, satisfaciendo (2.17) con

Z reemplazado por J (1): Esto implica que G(1)f (i) � J (1):

Además, por la Proposición 11 del apéndice B, se tiene el caso que G(1)f (i) �
J
(1)
f (i):

Esto implica que (3.3) se cumple tal que f es costo promedio óptima para 	: Se

sigue entonces del Lema 2 y Lema 3 del apéndice B que J�f (i) � J (1); donde J�f es

el costo promedio usual por unidad de tiempo en � bajo f:

Ahora turnamos nuestra atención a � y veri�camos que las suposiciones (AC)

del apéndice B se cumplen.

Estas suposiciones garantizan la existencia de una política estacionaria óptima

con costo promedio constante en�l; que el límite de estos costos promedio convergen

al costo promedio en �, y que cualquier punto límite de políticas estacionarias

computadas por el algoritmo de iteración de valores es óptima en �:

La hipótesis (AC1) del apéndice B a�rma que existe una solución de la ecuación

de iteración de valores en �l: Para demostrar esto, es su�ciente, por la Proposición

8 del apéndice B mostrar que cualquier política estacionaria tiene clases recurrentes

positivas y aperiodicas (véase el apéndice A.3.2). Dado que la creación de � (y por

lo tanto de �l) siempre incluye transiciones desde un estado inmediato anterior a

sí mismo, esto es claro. Para veri�car las otras suposiciones, emplearemos los pasos

2-4 de la Proposición 9 del apéndice B.

Para la política en el paso 2 tomamos la regla CL. Podemos veri�car bajo esta

regla que si las colas están limitadas a l; como en �l; entonces la distribución

estacionaria (véase el apéndice A.3.2) y costo promedio converge para la regla CL.

Esto se sigue de las ideas de la Proposición 10 del apéndice B. Como nuestro �punto

base�tomamos el sistema vacío, con el TF en la estación 1. Necesitamos comparar

el tiempo esperado y la participación del costo esperado desde el �sobre�ujo�, un

estado atrás al punto base con las cantidades respectivas en el sistema restringido.
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La forma puede exceder la última. Esto es intuitivamente claro, dado si los trabajos

son ejecutados desde el sistema, entonces pensamos sólo en recibir el mejor.

Al veri�car el paso 3, argumentamos que el mínimo costo esperado de oper-

ar en �l en l pasos no excede la cantidad respectiva en �: Nuevamente esto es

intuitivamente claro.

Esto veri�ca que la hipótesis AC se cumple y por lo tanto una política estacionar-

ia óptima e para � puede ser computada como un punto límite desde la política

estacionaria óptima en �l: Además el costo promedio J� en � y e satisface (2.21).

Pero esto implica que G(1)e (i) � J�:

Poniendo estos puntos se obtiene que:

G(1)e (i) � J� � J�f (i) � J (1) � J (1)e (i):

Ahora argumentamos intuitivamente que la política e puede inducir una cadena de

Markov recurrente positiva (véase el apéndice A.3.2) en todo el espacio de estados,

y además los costos son no acotados. Esto implica por ([10], Teorema 7.5), que el

término exterior de la serie de la desigualdad anterior son iguales. Esto prueba que

e es costo promedio óptimo para 	 con costo promedio constante J�: Por lo tanto,

los procedimientos computacionales son válidos.

3.4. Ecuación de Iteración de Valores

Sean i el estado del proceso n, el número de iteración, y s el número de estación.

El algoritmo de iteración de valores involucra a una sucesión un(i) y wn(i): Comen-

zamos poniendo u0 � 0 como una condición inicial. Elegimos el vector 0 como

nuestro punto base ó referencia, y de�nimos

wn(i) = g(i) + ��un(i+ e1) + �
X

�sI(is � 1)un(i� es + es+1)

+m��n
a
f��aI(ia � 2)un(i� ea + ea+1) + (1� ��(i; a))un(i)g ; (3.8)

actualizamos un+1(i) = wn(i)� wn(0):

Modi�cando � al crear �l es fácil como sigue. Si i1 = l; entonces reemplazamos

e1 en (3.8) con el vector cero, y tal nuevo trabajo es turnado fuera. El caso de
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completar un servicio se resuelve similarmente, tal trabajo es eliminado siempre que

esta transferencia causa un sobre�ujo en la cola.

Los programas a calcular numéricamente el PDM, se calculan usando (3.8),

modi�cados para �l. Este es el caso en que wn(0) �! Jl y la política estacionaria

(dependiente de n) realiza el mínimo en (3.8) convergiendo a el; una política óptima

para �l. Si deseamos entonces uno puede recomputar para valores grandes de l

y usar el Teorema 2.2 para determinar J (1) y una política óptima para 	. Este es

usualmente el caso en que una política óptima es determinada para valores pequeños

de N .



Capítulo 4

N Líneas de Producción con NK
Trabajadores Especializados y un
Trabajador Flotante

4.1. Descripción del Problema

El siguiente modelo describe N líneas de producción en serie e independientes

entre sí, con NK + 1 trabajadores y NK estaciones etiquetadas como: (i; j); para

i = 1; 2; :::N y j = 1; 2; :::; K cada estación tiene un almacén in�nito de trabajos.

Las estaciones están formadas en N líneas. En cada estación hay dos estaciones

de trabajo, una que es atendida por un trabajador especializado y la otra está

disponible para un TF, cuando se necesite. El tiempo de completar un trabajo

en una estación de trabajo (i; s); i = 1; 2; :::; N ; s = 1; 2; :::; K, está distribuido

exponencialmente con parámetro �is considerando si el especialista ó el TF está

trabajando ahí.

Este modelo es un sistema de producción abierto con llegadas de acuerdo a un

proceso de Poisson con parámetro �i (véase el apéndice A.2) con i = 1; 2; :::; N para

las líneas 1; 2; :::; N respectivamente. Las líneas no comparten trabajos, es decir, los

trabajos que llegan a la línea 1 se terminan en la línea 1, así mismo para la línea 2,

sucesivamente hasta la línea N .

Si el trabajador �otante se mueve a la estación (i; s), él puede iniciar a servir un

32
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segundo trabajo en la estación (i; s), habiendo un segundo trabajo en tal estación.

El TF no colabora en el mismo trabajo con un especializado, si hay solo un

trabajo en la estación, TF no trabajará en éste. El tiempo de servicio de un segundo

trabajo en la estación (i; s) está distribuido exponencialmente con parámetro �is. A

continuación se presenta el modelo.

4.2. Formulación del Modelo como un PDMTC

A continuación presentamos el modelo como un Proceso de Decisión de Markov

en Tiempo Continuo denotado como 	.

1. El Espacio de estados: Sea M una matriz de dimensión N �K:

S = fM jM = (mis); i = 1; 2; :::; N y s = 1; 2; :::; K; mis 2 Ng ;

donde las entradas de los elementos de S, mis denotan el número de trabajos

en la línea i y la estación s.

2. Épocas de decisión: Las épocas de decisión ocurren cuando un trabajo entra

al sistema (siempre entran al almacén (i; 1), para i = 1; 2; :::; N ) ó un trabajo

se ha completado y si ocurre en la estación (i; s) entonces tal trabajo será

sustraído del almacén y se agregará al almacén (i; s+ 1):

3. Espacio de acciones: El espacio de acciones son:

A = f(i; s) j i = 1; 2; :::; N ; s = 1; 2; :::; Kg donde elegir a 2 A; signi�ca que el

TF se moverá (instantáneamente) a la estación a (o permanecerá en ella si él se

encuentra ahí).

4. His > 0, será el parámetro de costo por unidad de tiempo que el trabajo esté

en la línea i y la estación s. Si está en el estado M y una acción a se elige,

entonces se incurre en un costo dado por:

g(M;a) =

NX
i=1

KX
s=1

Hismis = h(M):

Estos costos no son instantáneos.
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5. El tiempo de transición de un estado a otro está distribuido exponencialmente

con parámetro:

v(M;a) =

NX
i=1

�i +

NX
i=1

KX
s=1

�isI(mis � 1) + �aI(ma � 2); (4.1)

donde I(E) es la función indicadora para el evento E. El primer término de

lado derecho es el nivel (parámetro) de llegadas. El segundo término es el

parámetro de servicio de los trabajadores especializados y el último término

es el parámetro de servicio de TF.

Demostración de 5. Partimos del hecho de que una transición ocurre cuando
un trabajo entra o cuando un trabajo se ha terminado en alguna de las estaciones

de trabajo. Así entonces:

Sean Yi variables aleatorias independientes exponencialmente distribuídas con

parámetros �i respectivamente; y Xis; Fa; variables aleatorias independientes, ex-

ponencialmente distribuidas con parámetros �is; �a; i = 1; 2; :::; N , s = 1; 2; :::; K

respectivamente, entonces:

Sea T = m��n fYi; Xis; Fa j i = 1; 2; :::; N , s = 1; 2; :::; Kg. Entonces T está dis-

tribuido exponencialmente con parámetro v(E; a). Lo anterior se sigue de la proposi-

ción 4 del apéndice A.2.

Para propósitos computacionales transformamos 	 bajo un Proceso de Decisión

de Markov (PDM) 4 usando uniformización (véase sección 2.5).

El espacio de estados para � es el mismo que para 	. Ahora elegimos un �

�jo, el periodo de transición del sistema uniformizado (en unidades de tiempo por

transición), satisfaciendo:

� = (
NX
i=1

�i +
NX
i=1

KX
s=1

�is +m�ax f�isg)�1: (4.2)

Supongamos que el sistema está en el estado M = (mis); i = 1; 2; :::; N y s =

1; 2; :::; K al inicio de un periodo y se toma una decisión a. Sea Eij la matriz de

dimensión N �K donde la componente eij = 1 y los demás son cero. Así entonces

al comienzo del siguiente periodo el sistema tendrá una transición a:
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M + Ei1 con probabilidad ��i; tendrá una transición a M � Eis + Eis+1 con

probabilidad ��is [I(mis � 1) + I(a = mis;mis � 2)] para i = 1; 2; :::; N
Y de 4.1 permanecerá en M con probabilidad 1� �v(M;a)

De�nimos la matriz Ei;K+1, que controla el caso de completar un trabajo en la

línea i y en la última estación. El costo en que se incurre al comenzar el siguiente

periodo de tiempo es:

C(M;a) = h(M):

El problema clave aquí es que � tiene un almacén in�nito, y podemos buscar un

camino para implementar cómputos rigurosos con solamente un espacio de estados

�nito. Empleamos el método de la aproximación secuencial (AS) introducido en [13]

al reemplazar � con una sucesión f�lgl�N0 de espacio de estados �nito PDM en el

cual se hacen cálculos.

El espacio de estados �l consiste de matricesM donde la componente mis � N ,

i=1,2,...,(el máximo número de trabajos en el almacén (i; s) es l).

El método AS no es un simple esquema de truncamiento. Distribuimos los �exce-

sos de probabilidad�que causa que el sistema salga fuera de cota. El sistema puede

escapar solamente a �l desde un estado acotado para el cual algún almacén está

lleno. Si mi1 = l, un sobre�ujo ocurrirá en el almacén 1 de la línea i, si un nuevo

trabajo llega, el cual ocurre con probabilidad ��i; i = 1; 2; :::; N:

Este exceso es asignado al estado M , efectivamente se le niega la entrada a un

nuevo trabajo en la línea i y en la estación 1, cuando el almacén está en el nivel l,

hasta que se completa un trabajo. Similarmente, si mis = l para i = 1; 2; :::; N , para

algún s, s = 1; :::; K, entonces con probabilidad

��is�1 [I(mis�1 � 1) + I(a = (i; s� 1);mis�1 � 2] :

El siguiente estado es M 0 = (m0is); i = 1; 2; :::; N y s = 1; 2; :::; K, donde m0is�1 =
mis�1 � 1, y las demás coordenadas de M 0 son iguales a las de M:

El efecto de esta asignación es remover los trabajos completados en (i; s � 1)
desde el almacén previo y descartar estos. El costo de �l es el mismo que �:

En resumen reducimos el PDMTC 	 al asociado espacio de estados in�nito en

tiempo discreto PDM� el cual aproximamos por una sucesión de espacio de estados

�nitof�lgl�N0 para propósitos computacionales.
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Similarmente a la hipótesis 3, tenemos:

Hipótesis 4 q < j�j+ 1; donde: q =
P
is2�

r(i;s) =
P
is2�

�i
�(i;s)

; y donde j�j es el número

de colas del conjunto �; � =
�
(i:s) j r(i;s) � 1; y i = 1; 2; :::; N ; s = 1; 2; :::; K

	
:

4.3. Optimalidad, Estabilidad y Acotamiento

Teorema 4 El modelo puede ser estabilizado por una política CL si la hipótesis 4 se
cumple. Además TF no puede ser estabilizado por cualquier política si q > j�j+ 1:

Demostración. De manera análoga al Teorema 2, de los antecedentes, la prueba
se hará en dos partes; en la parte 1, probamos que si la hipótesis 4 se cumple,

entonces CL puede estabilizar el sistema, y en la parte 2, probaremos que si q >j
� j +1, entonces el sistema es inestable.
Parte 1. Demostraremos: �si se cumple la hipótesis 4 entonces CL puede esta-

bilizar el sistema�.

Probaremos la parte 1 demostrando lo contrario, es decir: Si el modelo es in-

estable bajo la política CL, entonces la hipótesis 4 no se cumple.

Sea �TF(i;s)la porción de tiempo a largo plazo en la cola (i; s) del TF, ya sea ocupado

o desocupado como sigue: De�nimos I(i;s)TF (t) como el proceso estocástico en el cual

la función indicadora que toma el valor de 1 cuando TF está sirviendo un trabajo ó

simplemente está desocupado en la estación (i; s). Esto es:

I
(i;s)
TF (t) =

8><>:
1 si TF está en la estación (i; s) ya sea ocupado

o desocupado,

0 otro caso.

Entonces:

�TF(i;s) = l��m
T!1

1

T

TZ
0

I
(i;s)
TF (t)dt:

De forma análoga de�nimos TF(i;s) la porción de tiempo a largo plazo del TF en la

cola (i; s) trabajando. Esto es:

eIsTF (t) =
(
1 si TF está en la estación (i; s) ocupado trabajando,

0 otro caso.
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se tiene que:

TF(i;s) � �TF(i;s):

Iniciaremos con un análisis preliminar que veri�que que el sistema es lo su�ciente-

mente bien comportado para nuestra aproximación.

Bajo CL, la cadena de Markov estacionaria describiendo el comportamiento del

sistema es fácilmente reconocido a ser irreducible (véase el apéndice A.3.1). Note

que la cadena de Markov controlada se establece basada en la regla de que los

especialistas nunca están ociosos cuando un trabajo está presente. Esto garantiza

que la cadena de Markov es aperiódica.

De la de�nición 3.11 y la sección 3.5.3 del [7], la cadena de Markov es ergódica

(débilmente ergódica en el caso de inestabilidad) y la distribución de estado esta-

cionario en la cadena de Markov existe. Dado que �TF(i;s) puede ser expresado en

términos de la probabilidad de inicio en un conjunto de estados en la cadena de

Markov, además existe (como una constante casi seguramente) y está en [0; 1].

Conociendo que �TF(i;s) existe, ahora retomamos la demostración. Esto es, pro-

baremos que si el modelo es inestable bajo una política CL, entonces la hipótesis 4

no se cumple.

La demostración se presenta en dos casos:

Parte 1, caso 1. Nuestra hipótesis será que todas las colas son inestables (véase
el apéndice A.3.1) y probaremos que la hipótesis 4 no se cumple.

Agregaremos rigor comprendiendo las implicaciones de la utilización del servicio

(especialistas y TF), usaremos la Ley de Little (véase por ejemplo Teorema 7.4 de [7])

aplicando individualmente a los servidores especializados solamente y al trabajador

�otante solamente en (i; s).

Para el caso especialista nos enfocaremos al modelo del subsistema que toma

solamente el servidor (en cualquier cola) el tiempo promedio de espera es ��1(i;s).

El número promedio de trabajos a largo plazo, de nuestro subsistema es Lspsub,

poniendo la porción promedio de tiempo a largo plazo del servidor (especializado)

ocupado en (i; s), el cual llamaremos sp(i;s).

Es claro que cuando el parámetro de llegadas crece, y tal parámetro de �ujo de

los especialistas se aproxima a �(i;s) por abajo.
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La Ley de Little (véase el apéndice A.3.1) prueba que sp(i;s) existe, es �nita y se

aproxima por abajo al valor 1 (mediante el 100% de los especialistas ocupados).

En otras palabras, repitiendo este ejercicio y enfocandonos en el proceso de

completar los trabajos por el TF, revela que el TF generará un parámetro en (i; s)

de

�TF(i;s) = TF(i;s)�(i;s);

trabajos por unidad de tiempo.

Así entonces, combinando los parámetros de salida en (i; s), se tiene:

�sp(i;s) + �TF(i;s) = (1 + TF(i;s))�(i;s):

Dado que la dinámica del sistema para cada línea no permite que el número de

trabajos de salida en cualquier estación de trabajo pueda exceder el parámetro de

llegadas de cada línea, esto es:

(1 + TF(i;s))�(i;s) � �i i = 1; 2; :::; N: (4.3)

Bajo CL, TF nunca puede estar ocioso en el sistema cuando dos ó más trabajos

están presentes en al menos una cola.

Cuando todas las colas en � son inestables, (véase el apéndice A.3.1) éstas pueden

crecer de manera no acotada sobre una longitud de tiempo in�nito, bajo la política

CL, la fracción de tiempo esperado más larga del TF ocupado trabajando en las

colas en � es 1, y:

TF(i;s) = �TF(i;s): (4.4)

Combinando (4.3) y (4.4), multiplicando ambos lados por ��1(i;s) y usando la

de�nición de r(i;s) se tiene:

(1 + �TF(i;s))�(i;s) � �i;

��1(i;s)(1 + �
TF
(i;s))�(i;s) � �i�

�1
(i;s);

(1 + �TF(i;s)) � �i
�(i;s)

;

�TF(i;s) � �i
�(i;s)

� 1;

�(i;s) � r(i;s) � 1:
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Además por de�nición: X
(i;s)2�

�TF(i;s) = 1;

y dado que las colas en f1; 2; :::; kg � � son estabilizadas (véase apéndice A.3.1)

solamente por especialistas y no reciben ayuda del TF �en la más larga�cuando las

colas en � son inestables, se tiene:

1 =
X
(i;s)2�

�TF(i;s) �
X
(i;s)2�

(r(i;s) � 1) = q � j�j ;

esto es: q � j�j+ 1, la cual es la negación de la hipótesis 4.
Parte 1, caso 2.
Ahora consideremos la posibilidad de que bajo la política CL algunas de las colas

en � son inestables (esto es, existe un conjunto no vacío de colas inestables, U � �),

mientras que las otras colas en � son estables (esto es, existe un conjunto no vacío

de colas estables, Y = �� U).

Mostraremos que esto no puede pasar bajo la política CL, del caso 1 se establece

el resultado.

Se sigue que (r(i;s)�1) � 0 para (i; s) 2 Y y la hipótesis de que las colas en Y son
estables, bajo cualquier política (incluyendo CL) TF gasta una fracción promedio

más larga positiva de su tiempo en cualquier cola en Y al estabilizar este (TF(i;s) > 0;

(i; s) 2 Y ): Esto es posible que TF gaste tiempo en las colas en f1; 2; :::; kg�� pero
no necesariamente porque todas las colas en este conjunto pueden ser estabilizadas

por los especialistas sin ayuda del TF. En contraste, cualquier cola en U es inestable

y tendrá una longitud de cola más larga que cualquier cola en Y ó en f1; 2; :::; kg��
sobre una longitud de tiempo no acotada.

Esto implica que CL nunca asignará al TF a cualquier cola en Y (esto es TF(i;s) =

0; (i; s) 2 Y ), ¡lo cual es una contradicción!.
Parte 2. Demostraremos que: si q > j�j+ 1;entonces el sistema es inestable.
De igual manera que en la demostración anterior, probaremos lo contrario, esto

es:

Si el sistema es estable, entonces:

q � j�j+ 1:
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Nos referiremos a la aproximación usando la Ley de Little.

Cuando el sistema es estable, todas las estaciones de trabajo son estables y no

hay largos términos en cualquier cola. Aquí, la combinación del parámetro de salida

desde cualquier estación (i; s) 2 �; (es decir, �spis + �TF(is ) pueden ser igual a lo más al
parámetro de llegadas

�sp(i;s) + �TF(i;s) = �:

Porque la longitud promedio del modelo del subsistema de los servidores especial-

izados solamente puede ser a lo más 1.

El parámetro de salida del especialista puede ser a lo más �(i;s); es decir, �
sp
is �

�(i;s); de donde se tiene:

�TFis �is � �sTF(is � �� �is;

�TFis � (�� �is)=�is = ris � 1: (4.5)

Observe que esta es una restricción básica que TF asigne exactamente 100% de su

tiempo (trabajando u ocioso) al sistema entero de la cola. Bajo nuestra de�nición

de �(i;s) y usando (4.5) se tiene:

KX
s=1

NX
i=1

�TF(i;s) = 1;X
(i;s)2�

�TF(i;s) � 1;

X
(i;s)2�

(r(i;s) � 1) � 1;

X
(i;s)2�

r(i;s) � 1 +
X
(i;s)2�

1;

q � j�j+ 1:

Teorema 5 Supóngase que la hipótesis 4 se cumple. Entonces el costo promedio en
�l es una constante Jl y una política óptima estacionaria el puede ser calculada

usando iteración de valores. Además, Jl �! J (2) y la política límite de el, denotada

por e, es óptima para 	:
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Demostración. Seguiremos la aproximación de ([13, pags. 243-248]) excepto
que nosotros trataremos con el costo promedio como se de�nió en las ecuaciones

(3.2). La última de�nición es como sigue. Dada una política � y un estado inicial

M; sea Fn el costo total incurrido durante los primeros n periodos de transición, y

sea Tn el tiempo total de estas transiciones. Entonces de�nimos:

G
(2)
� (M) = l��m sup

n!1

E
(M)
� [Fn]

E
(M)
� [Tn]

;

y sea G(2)� (M) el ín�mo sobre todas las políticas.

El argumento tiene varios pasos. Primero emplearemos la proposición 12 del

apéndice B para probar que (3.3) se tiene para una política estacionaria óptima.

La política estacionaria usada para veri�car esta hipótesis de este resultado es la

política CL.

Tal regla induce una Cadena de Markov recurrente positiva irreducible (véase

el apéndice A.3.1) en todo el espacio de estados y produce un sistema estable con

longitud de cola con media �nita. De este modo,el costo promedio es �nito. Este es

entonces el caso en el que una política estacionaria existe, satisfaciendo (2.17) con

Z reemplazado por J (2): Esto implica que G(2)f (M) � J (2):

Además, por la proposición 11 del apéndice B, se tiene el caso que G(1)f (M) �
J
(2)
f (M):

Esto implica que (3.3) se cumple tal que f es costo promedio óptima para 	: Se

sigue entonces del Lema 2 y Lema 3 del apéndice B que J�f (M) � J (2); donde J�f
es el costo promedio usual por unidad de tiempo en � bajo f:

Ahora turnamos nuestra atención a � y veri�camos que las suposiciones (AC)

del apéndice B se cumplen.

Estas suposiciones garantizan la existencia de una política estacionaria óptima

con costo promedio constante en�l; que el límite de estos costos promedio convergen

al costo promedio en �, y que cualquier punto límite de políticas estacionarias

computadas por el algoritmo de iteración de valores es óptima en �:

La hipótesis (AC1)del apéndice B a�rma que existe una solución de la ecuación

de iteración de valores en �l: Para demostrar esto, es su�ciente, por la proposición

8 del apéndice B mostrar que cualquier política estacionaria tiene clases recurrentes

positivas y aperiodicas (véase el apéndice A.3.2). Dado que la creación de � (y por
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lo tanto de �l) siempre incluye transiciones desde un estado inmediato anterior a

si mismo, esto es claro. Para veri�car las otras suposiciones, emplearemos los pasos

2-4 de la Proposición 9 del apéndice B.

Para la política en el paso 2, tomamos la regla CL. Podemos veri�car bajo esta

regla que si las colas están limitadas a l; como en �l; entonces la distribución esta-

cionaria (véase el apéndice A.3.2) y costo promedio converge para la regla CL. Esto

se sigue de las ideas en la Proposición 10 del apéndice B. Como nuestro �punto base�

tomamos el sistema vacío, con el TF en la estación (1; 1). Necesitamos comparar el

tiempo esperado y la participación del costo esperado desde �sobre�ujo�, un estado

atrás al punto base con las cantidades respectivas en el sistema restringido. La for-

ma puede exceder la última. Esto es intuitivamente claro, dado si los trabajos son

ejecutados desde el sistema, entonces pensamos sólo en recibir el mejor.

Al veri�car el paso 3, argumentamos que el mínimo costo esperado de oper-

ar en �l en n pasos no excede la cantidad respectiva en �: Nuevamente esto es

intuitivamente claro.

Esto veri�ca que la hipótesis AC se cumple y por lo tanto una política estacionar-

ia óptima e para � puede ser computada como un punto límite desde la política

estacionaria óptima en �l: Además el costo promedio J� en � y e satisface (2.21).

Pero esto implica que G(2)e (M) � J�:

Poniendo estos puntos se obtiene que:

G(2)e (M) � J� � J�f (M) � J (2) � J (2)e (M):

Ahora argumentamos informalmente que la política e puede inducir una cadena de

Markov recurrente positiva (véase el apéndice A.3.2) en todo el espacio de estados,

y además los costos son no acotados. Esto implica por ([10], Teorema 7.5), que el

término exterior de la serie de la desigualdad son iguales. Esto prueba que e es

costo promedio óptimo para 	 con costo promedio constante J�: Por lo tanto los

procedimientos computacionales son válidos.

4.4. Ecuación de Iteración de Valores

Sean M = (mis); i = 1; 2; :::; N y s = 1; 2; :::; K, el estado del proceso, n,

el número de iteración y (i; s) el número de línea y estación respectivamente. El



4. N Líneas de Producción con NK Trabajadores Especializados y un
Trabajador Flotante 43

algoritmo de iteración de valores involucra a una sucesión un(M) y wn(M): Comen-

zamos poniendo u0 � 0 como una condición inicial. Elegimos la matriz 0 como

nuestro punto base o referencia y de�nimos

wn(M) = g(M)+

NX
i=1

��iun(M +Ei1)+ �

NX
i=1

KX
s=1

�isI(Eis � 1)un(M �Eis+Ei;s+1)

+m��n
a
f��aI(Ea � 2)un(M �Ma +Ma+1) + (1� ��(M;a))un(M)g (4.6)

actualizamos un+1(E) = wn(E)� wn(0):

Modi�cando� al crear�l es fácil como sigue. Si Ei1 = l; entonces reemplazamos

E1 en (4.6) con el vector cero, y tal nuevo trabajo es turnado fuera. El caso de

completar un servicio se resuelve similarmente, tal trabajo es eliminado siempre que

esta transferencia causa un sobre�ujo en la cola.

Los programas a computar numéricamente el PDM son computados usando

(4.6), modi�cados para �l. Este es el caso en que wn(0) �! Jl y la política esta-

cionaria (dependiente de n) realiza el mínimo en (4.6) convergiendo a el; una política

óptima para �l. Si deseamos entonces uno puede recomputar para valores grandes

de l y usar el Teorema 3.2 para determinar J (1) y una política óptima para 	.

Este es usualmente el caso en que una política óptima es determinada para valores

pequeños de l.



Capítulo 5

Conclusiones

El objetivo de este trabajo ha sido el estudio de líneas de producción en serie,

con trabajadores especializados, donde se dispone de un trabajador �otante. Nuestro

interés en este tipo de problemas está motivado en el hecho de que muchos sistemas

de manufactura están construídos de esta forma. Por otro lado, cabe mencionar que

es muy importante dar una política óptima de asignación del trabajador �otante a

alguna de las líneas de producción, pues esto ayuda a hacerlas más e�cientes.

Hemos considerado líneas de producción independientes entre sí, y la no colabo-

ración de los trabajadores en un mismo trabajo, aunque se permite que el trabajador

�otante trabaje en una misma estación, pero en diferente trabajo. Consideramos los

costos por tener trabajo en proceso entre las estaciones de trabajo, y nuestro objeti-

vo fue minimizar el promedio de dichos costos. También partimos del supuesto que

el tiempo de llegadas cumple con la distribución de Poisson y el tiempo de servicio

con la distribución exponencial.

En el capítulo 3 expusimos los antecedentes, sobre nuestro trabajo, es decir el

caso de una sola línea de producción como se expone en [14].

En el capítulo 4 hicimos una extensión para diversas líneas de producción.

Además dimos las suposiciones necesarias para su planteamiento, y posteriormente,

se presentó la construcción del modelo de matemático correspondiente. Este mod-

elo se construyó usando la teoría de los Procesos de Decisión de Markov a Tiempo

Continuo (PDMTC). Después hicimos una discretización del mismo, presentandolo

como un Proceso de Decisión de Markov a Tiempo Discreto (PDMTD). Aún con

44
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este modelo a tiempo discreto, teníamos limitaciones ya que también suponíamos

que el número de trabajos en cualquier estación podría ser in�nito y esto generaba

un número in�nito de estados. Por esto dimos un esquema de truncamiento, llamado

método de Aproximación Secuencial (AS), el cual nos permitió que el espacio de

estados fuese �nito y con esto dar un algoritmo iterativo para encontrar la política

óptima. Propusimos, como política óptima, la política: �cola más larga�(CL) esto

es que el trabajador �otante se asigna a la estación con mayor número de traba-

jos. Cabe mencionar que esta política fue primero mostrada en [14]. Demostramos

además que bajo la política CL el modelo puede ser estabilizado siempre que la

siguiente condición se cumpla: la carga del sistema entero (véase el apéndice A.3.1)

es estrictamente menor que el número de estaciones cuya carga es mayor que cier-

to número. Más aún, probamos que ninguna política puede estabilizar el modelo

si esta condición no se cumple. Por otra parte dimos un teorema que nos permite

calcular la política óptima a través de una ecuación de iteración de valores para el

PDMTD con espacio de estados �nito, y en dicho Teorema demostramos que esta

política converge a la política óptima del PDMTC. Cabe destacar la importancia

del resultado ya que esta práctica de tener trabajadores �otantes en un sistema de

producción en serie, son uno de los principios de la teoría Justo a Tiempo. En este

trabajo hemos mostrado que, bajo la política CL, se pueden generar más utilidades

y una reducción en el trabajo en proceso.

Para futuros trabajos se podría proponer el problema de asignación de un traba-

jador �otante, permitiendo la interacción entre las diferentes líneas de producción

(es decir, cuando los trabajos en proceso pueden ser enviados a cualquiera de las

líneas de producción).

Otro cambio en el modelo sería proponer a más de un trabajador �otante. Y

más aún, determinar el número óptimo de trabajadores �otantes para alguna orga-

nización.

Cabe mencionar que en la presente tesis no se consideró el hecho de que la

asignación del trabajador �otante sólo se pudiera hacer cuando éste haya terminado

un trabajo. Esto motiva otro problema abierto donde se propondría esta situación.



Capítulo 6

Notación y Terminología

6.1. Notación

C(i; a) : Costo en el que se incurre cuando el estado es i y una acción a se elige.

Pij(a) : Probabilidad de transición, de ir del estado i al estado j; bajo la acción a:

S : Espacio de estados.

A : Espacio de acciones.

Ef [C(Xt; At)] : Costo esperado al tiempo t; bajo la política estacionaria f:

�n(i) : Función de valores óptimos en horizonte �nito n.

J(i) : Función de valores óptimos para el costo promedio a largo plazo.

J�(i) : Costo esperado promedio a largo plazo en un estado inicial i y una política �:

� : Cadena de Decisión de Markov a tiempo discreto.

f�NgN�N0 : Sucesión de Cadenas de Decisión de Markov.

�N : Cadena de Decisión de Markov con espacio de estados SN :

	 : Cadena de Decisión de Markov a tiempo continuo.

E� [Cn] : Costo total esperado incurrido bajo � durante los primeros n períodos de
transición.

Ai : Subconjunto de acciones.

46
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J�(�) : El mínimo costo promedio en �:

J	(�) : El mínimo costo promedio en 	:

�k : Parámetro de servicio en la estación k:

Hs : Parámetro de costo por cada unidad de tiempo que el trabajo esté en la
estación s:

�(i; a) : Tiempo de transición de un estado a otro cuando se toma la acción a:

I(E) : Función indicadora para el evento E:

rs : Carga ofertada en la estación s:

� : Conjunto de índices de las colas.

�i : Parámetro de entrada de la línea i; i = 1; 2; :::; N:

(i; s) : Línea i; estación s; i = i; 2; :::; N; s = i; 2; :::; k:

M : Matriz de dimensión N �K: Donde N es el número de líneas y K el número
de estaciones.

His : Parámetro de costo por unidad de tiempo que el trabajo esté en la línea i y
la estación s:

g(M;a) : Costo en que se incurre cuando el proceso se encuentra en el estado M y una
acción a se elige.

�(M;a) : Parámetro de tiempo de transición de un estado a otro.

C(M;a) : Costo en que se incurre al comenzar el siguiente período de tiempo, cuando el
estado actual es M y una acción a se toma.

�is : Parámetro de servicio de la estación (i; s) donde i = 1; 2; :::; N y s = 1; 2; :::; K:

r(i;s) : Carga de la estación (i; s) i = 1; 2; :::; N y s = 1; 2; :::; K:

� : Período de transición del sistema uniformizado.
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6.2. Lista de Abreviaturas

JT: Justo a tiempo

PEPS: Primeras en Entrar Primeras en Salir.

UEPS: Últimas en entrar Primeras en Salir.

CDM: Cadena de Decisión de Markov.

AS: Aproximación secuencial.

ASTA: Aproximación secuencial del tipo de Aumentación.

CDMTC: Cadena de Decisión de Markov a Tiempo Continuo.

TF: Trabajador �otante.

PDM: Proceso de Decisión de Markov.

CM: Cadena de Markov.

CL: Cola más Larga.

NM: Proceso de Nacimiento y Muerte.



Apéndice A

Procesos Estocásticos

En términos generales, un proceso estocástico es una colección de eventos regi-
dos por leyes probabilísticas. Sus aplicaciones ocurren en áreas tan diversas como
demografía, economía, ingeniería, psicología, y muchas otras disciplinas.

A.1. Conceptos Generales.

De�nición 12 Sea T � R un subconjunto no vacío.Un proceso estocástico es
una familia X = fX(t); t 2 Tg de variables aleatorias. Es decir, para cada t 2 T;
en donde T es el conjunto de parámetros o conjunto de índices, X(t) es una variable
aleatoria de�nida sobre algún espacio de probabilidad (
; F; P ); X(t) : 
! R:

De�nición 13 El espacio de estados del proceso es el conjunto S de todos los
valores posibles que pueden tomar las variables X(t) para t 2 T: Cada punto en S
se llama un estado del proceso. Si S es �nito o numerable decimos que el proceso es
discreto; si S es un intervalo, decimos que el proceso es continuo.

El proceso también se clasi�ca de acuerdo a la naturaleza del conjunto de
parámetros T. Si T es numerable, por ejemplo, T = f0; 1; 2; :::g ; T = f0;�1;�2; :::g ;
etc., decimos que X es un proceso con parámetro (o en tiempo) discreto. Si T es
un intervalo, e.g., T = [a; b] ; T = [0;1] ; T = (�1;1) ; etc., X es un proceso con
parámetro (o en tiempo) continuo.
SiX = fX(t); t 2 Tg es un proceso en tiempo discreto, digamos T = f0; 1; 2; :::g ;

escribimos X(t) = Xt; y X no es otra cosa que una sucesión de variables aleatorias
X = fX0; X1; :::g :

De�nición 14 Un proceso de conteo es un proceso fN(t); t � 0g ; con espacio
de estados S = f0; 1; :::g y tal que para cada t � 0; N(t) cuenta el número de veces
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que ha ocurrido cierto evento E� durante el intervalo (0; t] : Es decir, fN(t); t � 0g
es un proceso de conteo si satisface que:

1. N(0)=0,

2. N(t) sólo toma valores enteros no negativos,

3. N(t) es no decreciente: N(s) � N(t) si s < t;

4. N(t) - N(s) es el número de veces que E� ha ocurrido durante el intervalo (s; t] :

De�nición 15 Considérese el proceso estocástico X = fX(t); t � 0g : Decimos que:

1. X es un proceso con incrementos independientes si para cualquier selec-
ción de índices 0 � t0 < t1 < � � � < tn; se satisface que las variables aleatorias
X(t1)�X(t0); X(t2)�X(t1); :::; X(tn)�X(tn�1) son independientes.

2. X es un proceso con incrementos estacionarios si la distribución del in-
cremento X(t + h) � X(t) depende sólo de h, es decir, X(t + h) � X(t) �
X(� + h)�X(�) para todo t; � � 0 y h > 0:

A.2. Proceso de Poisson.

Comenzaremos con recordar la de�nición y algunas propiedades básicas de la
distribución exponencial.

De�nición 16 Una variable aleatoria T tiene una distribución exponencial
con parámetro � ó T � exp(�) si:

P (T � t) = 1� e��t 8t � 0

Describimos la distribución dada por la función de distribución: F (t) = P (T � t),
t 2 R:Se de�ne además la función de densidad fT (t); t 2 R; la cual es la derivada
de la función de distribución:

fT (t) =

�
�e��t para t � 0
0 para t < 0

además:
E(T ) =

1

�
y V ar(T ) = E(T 2)� (ET )2 = 1

�2
:

A continuación se presenta una importante propiedad de la distribución exponencial,
conocida como Pérdida de Memoria.
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Proposición 2 Sea T una variable aleatoria con distribución exponencial, con parámetro
�, entonces P (T > t1+t2 j T > t2) = P (T > t1); para todo t1 y t2 números positivos
�jos.

Demostración. Sean t1 y t2 dos números positivos �jos. Entonces,

P (T > t1 + t2 j T > t2) =
P (T > t1 + t2; T > t2)

P (T > t2 )

=
P (T > t1 + t2)

P (T > t2)
=
e��(t1+t2)

e��t2

= e��t1 = P (T > t1):

La primera igualdad se cumple, por la de�nición de probabilidad condicional y la
tercera es simple aplicación de la distribución exponencial. Por lo tanto P (T >
t1 + t2 j T > t2) = P (T > t1).
El resultado anterior nos dice que la probabilidad de ocurrencia de eventos pre-

sentes ó futuros no depende de los que hayan ocurrido en el pasado.

Proposición 3 Sean T1 y T2 variables aleatorias independientes, distribuidas ex-
ponencialmente, con parámetros �1 y �2, respectivamente. Entonces, se tienen las
siguientes a�rmaciones:

i P (T1 < T2) =
�1

�1+�2

ii Además sea Y = min(T1; T2): Entonces Y tiene una distribución exp(�1+�2):

Demostración. (i) Sean T1 y T2 variables aleatorias independientes distribuídas
exponencialmente y sea t número positivo �jo. Aplicando la ley de probabilidad total
se tiene:

P (T1 < T2) =

1Z
0

P (T1 < T2 j T1 = t)fT1(t)dt

=

1Z
0

P (T2 > x)fT1(t)dt

=

1Z
0

e��2t(�1e
��1t)dt =

�1
�1 + �2

;

donde fT ; es la densidad de la variable aleatoria T1:
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(ii) Sean T1 y T2, variables aleatorias independientes distribuídas exponencial-
mente. Sea t número positivo �jo y Y = m��n(T1; T2): Entonces, para t > 0 :

P (Y > t) = P (T1 > t; T2 > t)

= P (T1 > t) P (T2 > t)

= e��1te��2t = e�(�1+�2)t

La segunda desigualdad se debe a la independencia de T1 y T2:
A continuación se muestra el caso general para el inciso (ii) de la proposición

anterior.

Proposición 4 Sean T1; :::; Tn;variables aleatorias independientes distribuídas ex-
ponencialmente con parámetro �i; donde i = 1; 2; :::; n; y t es un número positivo
�jo. Entonces

P (m��n(T1; :::; Tn) > t) = e�(�i+:::+�n)t:

Demostración. Sean T1; :::; Tn variables aleatorias distribuídas exponencial-
mente con parámetro �i, donde i = 1; 2; :::; n; y t número positivo �jo entonces:

P (m��n(T1; :::; Tn) > t) = P (T1 > t; :::; T1 > t)

= P (T1 > t)P (T2 > t):::P (Tn > t)

=
nY
i=1

P (Ti > t) =
nY
i=1

e��it = e�(�i+:::+�n)t:

La segunda igualdad se debe a la independencia de las Ti; i = 1; 2; :::; n y la tercera
se sigue de la de�nición de la distribución exponencial.
El proceso de Poisson es un ejemplo de un proceso de conteo, el cual, como

veremos se puede de�nir en varias formas equivalentes.

De�nición 17 Un proceso de conteo X = fN(t); t � 0g es un proceso de Pois-
son con intensidad media � (� > 0) si P fX(t+ h)�X(t) = kg = e��h(�h)k=k!;
k = 0; 1; :::De aquí se sigue, en particular, que

E [X(t+ h)�X(t)] = �h y var (X(t+ h)�X(t)) = �h; t � 0; h > 0:
De la primera ecuación vemos que � = 1

h
E [X(t+ h)�X(t)] lo cual justi�ca el

nombre de intensidad (o tasa) media para �; es decir, � se puede interpretar como
el número promedio de veces que ocurre el evento de interés, por unidad de tiempo.

Notación 1 La expresión �f = o(h) cuando h ! 0�, signi�ca que f(�) es una
función tal que l��mh!0(f(h)=h) = 0; es decir, para cualquier " > 0; existe � > 0 tal
quej f(h)=h j< " para todo 0 <j h j< �:
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Ahora veremos una caracterización equivalente de un proceso de Poisson.

Teorema 6 X = fX(t); t � 0g es un proceso de Poisson con intensidad �(> 0) si
y sólo si X es un proceso de conteo tal que:

1. X tiene incrementos independientes y estacionarios;

2. P fX(t) = 1g = �t+ o(t) cuando t! 0+;

3. P fX(t) � 2g = o(t) cuando t! 0 + :

Nótese que 1 y 3 implican que
P fX(t) = 0g = 1� P fX(t) � 1g = 1� �t+ o(t) cuando t! 0 + :
Otra forma de de�nir el Proceso de Poisson es la siguiente:

De�nición 18 Sean �1; �2; ::: variables aleatorias independientes distribuídas expo-
nencialmente con parámetro �. Sea Tn = �1+�2+ :::+�n para n � 1; n 2 N; T0 = 0;
y de�nimos N(s) = max fn 2 N : Tn � sg ; s > 0. N(s) s > 0 se llama proceso de
Poisson.

Teorema 7 El proceso N(s); s > 0; de�nido anteriormente tiene una distribución
de Poisson con parámetro �s.

Demostración. Sea s > 0 y n 2 N Notemos que N(s) = n si y sólo si
Tn � s < Tn+1. Sea t número positivo �jo. Tomando: Tn = t y notando que:
s < Tn+1 se tiene entonces que: tn+1 > s � t y tn+1 es independiente de Tn, así
entonces:

P (N(s) = n) = P (Tn � s):

Aplicando la ley de probabilidad total, se tiene, para t y s positivos:

=

sZ
0

P (Tn = t)P (Tn+1 > s j Tn = t)dt

=

sZ
0

P (Tn = t)P (Tn+1 > s� t)dt:

Sustituyendo la distribución de Poisson, se tiene:

=

sZ
0

�e��t
(�t)n�1

(n� 1)!e
��(s�t)dt

=
�n

(n� 1)!e
��S

sZ
0

tn�1dt = e��s
(�s)n

n!
:
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La cual es una distribución de Poisson con parámetro �s.

A.3. Proceso de Markov

De�nición 19 Un proceso estocástico X = fX(t); t 2 Tg ; con T � R; es un
proceso de Markov si para cualquier x 2 R y s; t 2 T; con s � t, se satisface que;

P (X(t) � x j X(r); r � s) = P (X(t) � x j X(s)) (A.1)

Esta ecuación se conoce como la propiedad de Markov.

Podemos ver que interpretando s como el tiempo �presente�, t > s como el
�futuro�y r < s como el �pasado�, la ecuación (A.1) nos dice que dado el presente
X(s) del sistema, el futuro X(t); t � s; es independiente del pasado X(r); r < s:
Los procesos de Markov se pueden clasi�car de acuerdo al conjunto T de parámet-

ros y al espacio S de estados, como sigue:

Espacio de estados S
Parámetro (T ) Discreto Continuo

Discreto
Cadena de
Markov en
tiempo discreto

Proceso de
Markov en
tiempo discreto

Continuo
Cadena de
Markov en
tiempo continuo

Proceso de
Markov en
tiempo continuo

A.3.1. Proceso de Markov en Tiempo Continuo

Por el momento nos restringiremos a estudiar exclusivamente cadenas de Markov
con espacio de estados S = f0; 1; 2; :::g y en tiempo continuo, con conjunto de
parámetros T = [0;1) :
Probabilidad de transición.
SeaX = fX(t); t � 0g una cadena de Markov en tiempo continuo. Como espacio

de estados podríamos tomar cualquier conjunto numerable S = fx0; x1; x2; :::g ; pero
para simpli�car un poco la notación, supondremos que S = f0; 1; 2; :::g :
Si i; j 2 S y 0 � s < t; de�nimos la probabilidad de transición pij(s; t) =

P fX(t) = j j X(s) = ig ; cuya interpretación es obvia. De hecho, sólo consideramos
procesos homogéneos en el tiempo, es decir, procesos para los cuales, para i y j �jos,
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la probabilidad de transición pij(s; t) sólo depende de t�s, o sea, pij(t; s) = pij(t�s):
En este caso, escribimos

pij(t) = P fX(t) = j j X(0) = ig (A.2)

= P fX(s+ t) = j j X(s) = ig ; (A.3)

para todo s � 0; i; j 2 S:
Estas probabilidades de transición satisfacen que pij(t) � 0 para todo t � 0;

i; j 2 S; y
1X
j=0

pij(t) = 1 para todo t � 0 y i 2 S �jos; (A.4)

pij(t+ s) =

1X
k=0

Pik(s)pkj(t) para todo t; s � 0; i; j 2 S: (A.5)

La ecuación (A.5) se llama ecuación de
Distribuciones estacionarias.
Recuérdese que una sucesión f�k; k = 0; 1; � � � g es una distribución de proba-

bilidad si �k � 0 para todo k, y
P1

k=0 �k = 1:

De�nición 20 Decimos que una cadena de Markov fX(t); t � 0g con espacio de
estados S = f0; 1; :::g tiene una distribución estacionaria si existe una distribución
de probabilidad f�k; k = 0; 1; � � � g tal que para todo i y k 2 S;

l��m
t!1

pik(t) = �k: (A.6)

De�nición 21 Dos estados j y k 2 S se comunican si existen tiempos t1 y t2,
tales que pjk(t1) > 0:

De�nición 22 Decimos que la cadena de Markov es irreducible si cualesquiera
dos estados se comunican.

Se puede demostrar (véase, por ejemplo: [2]) que en una cadena de Markov
irreducible los límites �k en (A.6) siempre existen y son independientes del estado
inicial de la cadena. Además, los límites f�k; k = 0; 1; :::g satisfacen que, o se anulan
idénticamente,

�k = 0 para todo k = 0; 1; :::;

o bien, son todos positivos y forman una distribución de probabilidad,

�k > 0 para todo k; y
1X
k=0

�k = 1:

Si se cumple esto último, decimos entonces que la cadena irreducible es recurrente
positiva.
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A.3.2. Cadena de Markov a Tiempo Discreto

En particular, si X es un proceso de Markov en el que tanto S como T son
conjuntos numerables, digamos:

S = fx0; x1; x2; :::g ; T = ft0; t1; t2; :::g ;

entonces X se llama una cadena de Markov en tiempo discreto. En tal caso, para
simpli�car la notación, podemos suponer que S es el conjunto de los enteros no
negativos, S = f0; 1; 2; :::g ; y escribiendo Xn = X(tn); podemos suponer que tam-
bién T = f0; 1; 2; :::g : Con esta notación, podemos escribir la cadena de Markov
X = fX(t); t 2 Tg como una sucesión: X = fXn; n = 0; 1; 2; :::g :
Probabilidades de transición
Para una cadena de Markov fXng en tiempo discreto, las probabilidades de

transición:
pij(s; t) = P fX(t) = j j X(s) = ig

de�nidas anteriormente, se sustituyen por probabilidades de transición en un paso

pij(n; n+ 1) = P fXn+1 = j j Xn = ig ; n; i; j = 0; 1; 2; � � � :

Las probabilidades de transición satisfacen (A.4)

1. pij � 0 para todo i; j;

2.
P1

j=0 pij = 1; i = 0; 1; � � � ;

3. p
(n+m)
ij =

P1
k=0 p

n
ik p

m
kj para todo n;m; i; j � 0;

La última ecuación se llama Ecuación de Chapman-Kolmogorov.
Cadenas de Markov irreducibles

De�nición 23 Sean i; j estados de una cadena fXng : Decimos que j es alcanzable
desde el estado i si p(n)ij > 0 para algún n � 0; es decir, con probabilidad positiva se
puede ir de i a j en algún número �nito (n) de pasos.

De�nición 24 Si j es alcanzable desde i(i ! j) y i es alcanzable desde j(j ! i);
decimos que i y j son estados comunicantes y escribimos i $ j: Dicho en otras
palabras, i y j son comunicantes si existen enteros no negativos n y m tales que
p
(n)
ij > 0 y p(m)ji > 0:
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La relación i$ j es una relación de equivalencia.
Un estado i es absorbente si pii = 1: Es obvio que si i es un estado absorbente,

entonces fig es una clase comunicante.
Una cadena de Markov cuyo espacio de estados consiste de una, y sólo una, clase

comunicante se llama una cadena irreducible.

De�nición 25 De�nimos el período d(i) de un estado i como el máximo común
divisor de todos los enteros n � 1 para los cuales p(n)ii > 0: Si p(n)ii = 0 para todo
n � 1; de�nimos d(i) = 0: Si d(i) > 1; decimos que i es un estado periódico con
período d(i); mientras que si el período es 1, d(i) = 1; decimos que i es un estado
aperiódico.

Recurrencia y Distribuciones Estacionarias.

Sean i y j estados de una cadena de Markov Xn: De�nimos f n
ij como la proba-

bilidad de que empezando en i (x0 = i) la primera transición al estado j ocurre en
n pasos exactamente. Es decir,

f n
ij = P fXn = j; Xk 6= j para k = 1; 2; :::; n� 1 j X0 = ig :

Por supuesto, f 1
ij = pij; y se puede ver que la probabilidad p

(n)
ij de ir de i a j en n

pasos satisface

p
(n)
ij =

nX
k=0

f k
ij p

(n�k)
jj ; (f 0ij = �ij): (A.7)

Ahora, de�namos fij como la probabilidad de que la cadena haga una transición
al estado j dado que x0 = i: (Nótese que para i 6= j; fij > 0 si y sólo si i ! j:) Es
decir,

fij =
1X
n=1

f n
ij :

Decimos que i es un estado recurrente si fii = i; y que i es transitorio si fii < 1:

Proposición 5 i es recurrente si y sólo si
P1

n=1 p
(n)
ii =1:

Si j es un estado transitorio, el número esperado de transiciones de i a j para
cualquier estado inicial x0 = i; es �nito, o sea:P1

n=1 p
(n)
ij <1 para todo i:

De aquí sigue que:
Si j es transitorio, p(n)ij ! 0 cuando n!1 para todo i.
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De�namos

�ij =

�
1 si j es transitorio,P1

n=1 nf
n
ij si j es recurrente.

Se llama el tiempo medio de recurrencia de j:

Teorema 8 Si i$ j; entonces:

1. l��mn!1
1
n

Pn
k=1 p

(n)
ij = 1=�jj:

2. j aperiódico implica que l��mn!1 p
(n)
ij = 1=�jj:

3. j periódico con período d implica que l��mn!1 p
(nd)
ij = d

�jj
:

Si j es un estado recurrente, decimos que j es recurrente positivo si �jj < 1;
y que es recurrente nulo si �jj = 1: Si, además, d = d(j) � 1 es el período de

j; y de�nimos: �j = l��mn!1 p
(nd)
jj ;entonces, j es recurrente positivo si �j > 0; y

recurrente nulo si �j = 0:

De�nición 26 Un estado aperiódico y recurrente positivo se dice que es ergódico.
En el caso de que sea recurrente nulo se llama débilmente ergódico.

Proposición 6 En una misma clase comunicante se satisface una, y sólo una, de
las siguientes proposiciones:

1. Todos los estados son recurrentes positivos,

2. Todos los estados son recurrentes nulos.

De�nición 27 Una CM es recurrente (transitoria, positiva recurrente, re-
currente nula) si todos sus estados son recurrentes(transitorios, positivos recur-
rentes, recurrentes nulos).

Teorema 9 Una cadena de Markov aperiódica e irreducible pertenece a una, y sólo
una, de las dos siguientes categorías:

1. Todos los estados son transitorios o todos son recurrentes nulos; en este ca-
so, p(n)ij ! 0 cuando n ! 1 para todo i y j, y no existe una distribución
estacionaria;

2. Todos los estados son recurrentes positivos, es decir,

�j = l��m
n!1

pnij > 0:
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Teorema 10 Sea X = fXng una cadena de Markov irreducible con espacio de
estados S = f0; 1; 2; :::g : Entonces:

1. X es recurrente si y sólo si fi0 =
P1

n=1 f
n
i0 = 1 para todo i 6= 0:

2. X es transitoria (es decir, todos los estados son transitorios) si y sólo si el
sistema de ecuaciones xi =

P1
j=1 pij xj; i = 1; 2; ::: tiene una solución acotada

distinta de cero.

3. Supóngase que, además de ser irreducible, la cadenaX es aperiódica. Entonces
X es recurrente si existe una solución de las desigualdades. xi �

P1
j=1 pij xj;

i = 1; 2; ::: con la propiedad de que xi !1 cuando i!1:

A.4. Colas Poissonianas

Muchos ejemplos importantes de sistemas de espera se pueden describir como
procesos de nacimiento y muerte (NM) (véase [6]). Sea fN(t); t � 0g un proceso
NM, en donde N(t) es el número de clientes en el sistema. La llegada de un cliente
se interpreta como un nacimiento y la salida de un cliente después de completar
su servicio se interpreta como una muerte. Distintos tipos de sistemas de espera se
pueden obtener seleccionando adecuadamente los parámetros de nacimiento �n y
muerte �n.

A.4.1. El Sistema M/M/1

El sistema de espera M/M/1 es un sistema con un servidor, en el que tanto
la distribución A(t) de tiempos entre arribos como la distribución B(t) del tiempo
de servicio son ambas exponenciales. Es decir, los tiempos entre arribos � 1; � 2; :::
son variables aleatorias independientes idénticamente distribuídas, con distribución
exponencial con parámetro � :

A(t) = P f� � tg = �e��t; t � 0:

El proceso NM con parámetros (�n = � para n = 0; 1; 2; :::, y �n = � para n =
1; 2; :::, tiene una distribución estacionaria f�n; n = 0; 1; :::g si y sólo si la intensidad
de trá�co o carga de la cola r = �=� < 1; y en tal caso, �n es una distribución
geométrica

�n = (1� r)rn; n = 0; 1; :::: (A.8)
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En estado estacionario, el número esperado de clientes en el sistema (es decir, la
longitud de la cola, incluyendo los clientes recibiendo servicio) es:

L � EN =
1X
n=0

n�n = (1� r)r
1X
n=1

nrn�1;

o sea,
L = EN = r=(1� r); r = �=� < 1: (A.9)

La varianza de N está dada por:

var(N) = E(N2)� (EN)2 = r=(1� r)2: (A.10)

Ahora en estado estacionario, se tienen las siguientes:
W = Tiempo esperado en el sistema;
Wq = Tiempo esperado en la cola, sin incluir el tiempo de servicio;
Lq = Número esperado de clientes en la cola, sin incluir los que están en servicio.
En base a lo anterior se tiene el siguiente resultado, demostrado por Little en

[8]:
L = �W: (A.11)

La demostración de esta fórmula es un poco complicada y no la haremos (véase [8]).

De�nición 28 Una estación de servicio con capacidad ilimitada se llama estable
si:

1X
j=0

pi = 1; (A.12)

donde pi = l��mP (X(t) = j) y X(t) es el número de clientes en la línea de espera
en el tiempo t:

Teorema 11 (Condición de Estabilidad) Considere la línea de espera de una
estación de servicion con s servidores y capacidad in�nita. Suponga que el cliente
llega con parámetro � y con media de tiempo de servicio � entonces la línea de espera
es estable si:

�� < s: (A.13)

Del Teorema se sigue que la línea de espera es estable si r < 1 y es inestable si
r � 1:



Apéndice B

Complementos a las
Demostraciones

A continuación trataremos el criterio de costo promedio cuando la CDM tiene
espacio de estados �nito S: Además daremos algunos resultados que nos ayudan a
computar la ecuación de optimalidad costo promedio.

Proposición 7 Sea � una CDM con espacio de estados �nitos S:

1. Supongamos que se tiene una constante (�nita) F y una función (�nita) r tal
que

F + r(i) �
(
C(i; a) +

X
j

Pij(a) r(j)

)
; i 2 S: (B.1)

Si e es una política estacionaria realizando el mínimo en (B.1), entonces Je(i) �
F para i 2 S: Por lo tanto, si F está acotada por abajo por el costo promedio,
entonces el costo promedio es igual a la constante F , y e es costo promedio
óptima.

2. Supongamos que tenemos una constante (�nita) F y una función r tal que

F + r(i) = m��n
a

(
C(i; a) +

X
j

Pij(a) r(j)

)
; i 2 S: (B.2)

Entonces el mínimo costo promedio es igual a la constante F; y cualquier
política estacionaria realizando el mínimo en B.2 es costo promedio óptimo.
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Si h es como en el Teorema 6.4.2 de [13]; entonces r(i) = h(i)+r(zk) para i 2 Rk:
(Recordemos que éste último es una clase recurrente bajo f con espacio de estados
distinguidos zk) Para i transitorio bajo f se cumple que

r(i) � h(i) +
X
k

Pk(i) [r(zk)� h(zk)] :

Ahora daremos la siguiente hipótesis:

Hipótesis 5 (OPA) Sea e una política estacionaria óptima. Entonces cualquier
clase recurrente positiva en la CM inducida por e es aperiodica.

Proposición 8 Supongamos que el costo promedio mínimo es una constante J y la
hipótesis OPA se cumple. Sea x un estado distinguido en S: Entonces el l��m

n!1
[�n(x)� �n�1(x)] =

J y el l��m
n!1

fn(i) =: r(i) existe. Por lo tanto la ecuación de optimalidad en horizonte

�nito dada por

[�n(x)� �n�1(x)]+rn(i) = m��n
a

(
C(i; a) +

X
j

Pij(a) rn�1(j)

)
n � 1; i 2 S: (B.3)

Puede ser usada para computar una solución para la ecuación de optimalidad costo
promedio (B.2). Cualquier punto límite de la política estacionaria óptima en hori-
zonte �nito /fn realiza el mínimo en (B.2), y por lo tanto es costo promedio óptima.

A continuación daremos el algoritmo de iteración de valores para obtener la
solución de (B.2).

B.1. Algoritmo de Iteración de Valores (AIV)

Sea � una CDM con espacio de estados �nito. Supongamos que el mínimo costo
promedio es una constante y que la hipótesis OPA se cumple. Sea x un estado
distinguido y " un número pequeño positivo.
AIV Versión 1:

1. Sea n = 0 y u0 � 0;

2. Sea wn(i) = m��n
a

(
e(i; a) +

X
j

Pij(a) un(i)

)
;
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3. Si n = 0; sea � = 1: Si n � 1, entonces sea � = jwn(x)� wn�1(x)j : Si � < " se
continua con el paso 6.

4. Sea un+1(i) = wn(i)� wn(x):

5. Ir al paso 2 y reemplazar n por n+ 1:

Imprimir wn(x) y una política estacionaria realiza el

m��n
a

(
C(i; a) +

X
j

Pij(a) un(j)

)
:

AIV Versión 2:

1. La versión 1, pero sea � = m�ax
i2S

jwn(i)� wn�1(i)j en el paso 3.

Lema 3 Sea e una política estacionaria. Sea S numerable. Supongamos que existe
una constante (�nita) J y una función (�nita) h acotada por abajo en i tal que

J + h(i) � C(i; e) +
X
j

Pij(e)h(j); i 2 S: (B.4)

Entonces Je(i) � J para i 2 S:

Demostración. Por hipótesis, existe una constante (�nita) no negativa L tal
que h(i) � �L para i 2 S: Sea Xo = i; X1; X2::: una sucesión de valores del proceso
operando bajo una política e y suprimido el estado inicial en el que sigue. Entonces
de (B.4) se sigue que

J + h(Xt) � C(Xt; e) + Ee [h(Xt+1) j Xt] ; t � 0: (B.5)

Es claro que Ee [h(Xt)] <1; y para mostrar esto, probando por inducción en t que
Ee [h(Xt)] � tJ + h(i): Esto es claro para t = 0: Supongamos que es cierto para t.
Entonces de (B.5) se sigue que

Ee [h(Xt+1) j Xt] � J + h(Xt):

Tomando el valor esperado en ambos lados y usando la propiedad del valor esperado
(es decir, que E(E(X j Y )) = E(X)); encontramos que

Ee [h(Xt+1)] � J + Ee(h(Xt)) � J + tJ + h(i) = (t+ i)J + h(i):
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La segunda desigualdad se sigue de la hipótesis de inducción. Esto completa la
inducción. Ahora tomemos el valor esperado en ambos lados de (B.5) y obtenemos

Ee [C(Xt; f)] � J + Ee [h(Xt)]� Ee [h(Xt+1)] ; t � 0: (B.6)

Lo que se ha demostrado nos asegura que no tenemos la forma indeterminada1�1:
Sumando los términos en (B.6), para t = 0 hasta n� 1, y dividiendo por n se tiene

�e;n(i)

n
� J +

h(i)� Ee [h(Xn)]

n
� J +

h(i) + L

n
: (B.7)

Tomando límite superior en ambos lados de (B.7) se tiene el resultado.

B.2. Computo de Políticas Costo Promedio Óp-
timas para Espacio de Estados In�nitos

B.2.1. Suposiciones (AC)

Sea � una CDM con espacio de estados numerable. El objetivo es computar una
política estacionaria costo promedio óptima. Esto se obtiene computando una políti-
ca estacionaria óptima en una sucesión de aproximación y mostrando que cualquier
punto límite de éstas políticas es costo promedio para �:
A continuación damos un conjunto de suposiciones.
Supongamos que se tiene una aproximación secuencial f�NgN � N0

para �; para
N0 �jo. Las suposiciones (AC) son las siguientes.

AC1 Existe una constante JN (�nita) y una función rN (�nita) en SN tal que

JN+rN(i) = m��n
a

(
C(i; a) +

X
j2SN

Pij(a;N) r
N(j)

)
; i 2 SN ; N � N0: (B.8)

AC2 Se tiene que l��m sup
N!1

rN(i) <1 para i 2 S:

AC3 Existe una constante (�nita) no negativa Q tal que �Q � l��m inf
N!1

rN(i) para

i 2 S:

AC4 Se tiene que el l��m sup
N!1

JN = J� <1 y J� � J(i) para i 2 S:

Ahora damos un resultado importante que utiliza el lema 3.
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Teorema 12 Supongamos que las suposiciones (AC) se cumplen. Entonces:

1. La cantidad J� = l��m
N!1

JN es el mínimo costo promedio en �:

2. Cualquier punto límite e� de una sucesión eN de políticas estacionarias real-
izando el mínimo en (B.8) es costo promedio óptima para �:

Proposición 9 Sea f�NgN � N0
una sucesión de aproximación secuencial para �,

y sea x un estado distinguido (podemos asumir que x 2 SN para todo N). Bajo los
siguientes 4 pasos se justi�ca el uso del algoritmo de iteración de valores en �N y
veri�ca que las suposiciones (AC) se cumplen para la función

rN(�) = l��m
n!1

(rNn (�)� rNn (x)):

Paso 1. Demostrar que cualquier política estacionaria para �N induce una unicadena
MC con clase recurrente positiva aperiodica conteniendo x:

Paso 2. Demostrar que existe una x estándar política d para � tal que la AS es con-
forme en d; (véase A.C.4 de [13]):

Paso 3. Realizar uno de los siguientes:

a) Demostrar que �Nn (i) � �n(i) para todo n; N y i 2 SN :
b) Demostrar que el mínimo costo promedio en � es una constante, y que

existe una política estacionaria costo promedio óptima f inducida en la
CM con una clase recurrente positiva Rf tal que AS es conforme en Rf :

Paso 4. Realizar uno de los siguientes:

a) Demostrar que �Nn (i) � �Nn (x) para todo n; N; y i 2 SN
b) Demostrar que existe un conjunto no vacío y �nito G tal que �Nn toma un

mínimo en G para todo n y N . Además existe una política estacionaria
g induciendo una CM con una clase recurrente positiva Rg � G [ fxg
teniendo un costo promedio �nito y tal que AS es conforme en Rg:

Proposición 10 Sea � z estándar (véase apéndice C.5 de [13]):Supóngase que se
tiene un ATAS y un entero no negativo N� tal que la distribución de aumentación
satisface X

j2Sn�fzg

qj(i; r; N)mjz � mrz; i 2 SN ; r =2 SN ; N � N�; (B.9)
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y X
j2Sn�fzg

qi(i; r; N)Cjz � Crz; i 2 SN ; r =2 SN ; N � N�: (B.10)

Entonces el ATAS es conforme.

Demostración. La idea básica de (B.9) es que la combinación convexa del
primer tránsito de tiempo en � corresponde al exceso de probabilidad Pir no puede
exceder los primeros tránsitos de tiempo asociados con r: Este es un tipo de propiedad
estructural. Un comentario similar se cumple para (B.10). Observe queX

j2SN�fzg

Pij(N)mjz =
X

j2SN�fzg

Pijmjz (B.11)

+
X
r=2SN

Pir

0@ X
j2SN�fzg

qj(i; r; N)mjz

1A : (B.12)

�
X

j2SN�fzg

Pijmjz +
X
r=2SN

Pirmrz

= miz � 1; i 2 SN

La primera línea se sigue de la ecuación (C.27) del apéndice C de [13]: La segunda
línea se sigue de la ecuación (B.9), y la última línea es consecuencia de la ecuación
(C.4) del apéndice C de [13]. La hipótesis del Corolario C.16 del apéndice C de [13]
se satisfacen para �n (con y(i) = miz para i 2 SN � fzg y y(z) = 0); y por lo
tanto se sigue que miz(N) � miz para i 2 SN � fzg : La proposición C.4.2 (ii) del
apéndice C de [13] implica que miz(N)! miz para i 6= z: Ahora

mzz(N) = 1 +
X

j2SN�fzg

Pzj(N)mjz(N): (B.13)

Queremos aplicar el Teorema A.2.6 del apéndice A de [13] con función acotada mjz:
La hipótesis se tendrá si se demuestra que

l��m
N!1

X
j2SN�fzg

Pzj(N)mjz =
X
j 6=z

Pzjmjz: (B.14)

Si (B.14) puede se mostrada, entonces el Teorema A.2.6 del apéndice A de [13] se
tiene

mzz(N)! 1 +
X
j 6=z

Pzjmjz = mzz:
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Así entonces mostremos (B.14): Se sigue de (B.11) y la proposición A.1.8 del apéndice
A de [13] que

mzz � 1 � l��m sup
N!1

X
j2SN�fzg

Pzj(N)mjz � l��m inf
N!1

X
j2SN�fzg

Pzj(N)mjz

�
X
j 6=z

Pzjmjz = mzz � 1:

Por lo tanto todos los términos son iguales y (B.14) se cumple. La demostración
para el costo es similar y se omite.
A continuación se dan algunos resultados debido a [12]:

B.3. Proceso de Decisión Semi-Markoviano

Un Proceso de Decisión Semi-Markoviano opera como sigue. El proceso se ob-
serva en el tiempo t = 0 en algún estado i 2 S; donde S es un conjunto numerable.
En tal tiempo se toma una acción a 2 Ai; donde Ai es un conjunto �nito de acciones
disponibles en el estado i.
Si i el estado actual y una acción a se elige, entonces (1) el proceso se mueve

al estado j con probabilidad Pij(a); y (2) condicionado en el presente estado i y el
siguiente estado j, el tiempo hasta la siguiente transición es una variable aleatoria
con distribución Fij(t j a). Este proceso se repite inde�nidamente.
La estructura del costo es como sigue. Si en el estado i una acción a se elige, se

incurre en un costo inmediato D(i; a), y un costo de d(i; a) por unidad de tiempo,
se incurre hasta la siguiente transición. Supongamos que ambos costos son acotados
y no negativos.
A continuación daremos algunas de�niciones e hipótesis requeridas. Sea Hi(t j

a) =
X
j

Pij(a)Fij(t j a) la funión de distribución del tiempo de estancia en el

estado i; cuando una acción a se elige. Sea �(i; a) =
X
j

Pij(a)

1Z
0

tdFij(t j a); el

tiempo medio de estancia en el estado i cuando una acción a se eligio.
Una política es una regla no anticipatoria para elegir acciones. Esto puede de-

pender de los estados anteriores del proceso, las acciones elegidas en esos estados,
el tiempo de estancia en esos estados, y pueden ser aleatorizadas. Una política
estacionaria (no aleatorizada) f tiene la propiedad, que cuando el proceso está en
el estado i; la acción f(i) siempre se elige. Abusando de la notación denotamos
D(i; f(i)) como D(i; f) y similarmente con otros costos.
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Para un factor de descuento � > 0; sea C�(i; a) el costo esperado descontado
incurrido en una etapa cuando el proceso se encuentra en el estado i y una acción
a se elige, y sea

C(i; a) = D(i; a) + d(i; a)�(i; a); (B.15)

el costo sin descuento incurrido durante una transición. Entonces

C�(i; a) = D(i; a) + d(i; a)
X
j

Pij(a)

1Z
0

tZ
0

e��sdsdFij(t j a) " C(i; a) si � # 0

(B.16)
Ahora �jemos una política � y sean Xn an n � 0; respectivamente, el estado

después de la n-ésima transición y la acción elegida en tal estado (el estado inicial
es X0). Sea tn el tiempo de la n-ésima transición (t0 = 0) y sea �n = tn � tn�1;
n � 1; el tiempo de estancia en el estado (n� 1):
El costo esperado total ��descontado bajo la política �, con un estado inicial i,

esta dado por:

V�;�(i) = E�

8<:
1X
n=0

e��tn

0@D(Xn; an) + d(Xn;an)

�n�1Z
0

e��tdt

1A j X0 = i

9=; :

De�nimos V�(i) = inf
�
V�;�(i):

Existen dos de�niciones comunes del costo promedio esperado incurrido bajo
una política �; sea Z(t) el costo total incurrido al tiempo t, y sea Zn el costo total
incurrido durante los primeros n intervalos de transición (n � 1). De�nimos

��(i) = l��m sup
t!1

E�(Z(t))

t
;  �(i) = l��m sup

n!1

E�(Zn)

E�(tn)
: (B.17)

De�nimos h�(i) = V�(i)�V�(0); donde 0 es cualquier estado distinguido. Ahora
damos algunas hipótesis.

Hipótesis 6 Existe � > 0 y � > 0 tal que 1�Hi(� j a) � � para todo i; a:

Hipótesis 7 Existe B tal que �(i; a) � B para cualquier i y a.

Hipótesis 8 Suponga que V�(i) <1 para todo i y �:

Hipótesis 9 Existe �0 > 0 y un número no negativo Mi tal que h�(i) � Mi

para cualquier i y 0 < � < �0: Para cualquier i, existe una acción a(i) tal queX
j

Pij(a(i))Mj <1:
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Hipótesis 10 Existe �0 > 0 y un entero no negativo N tal que �N � h�(i) para
cualquier i y 0 < � < �0:

Proposición 11 Supongamos que se cumplen las hipótesis 6-10 y sea d(i) =
min
a
fd(i; a)g para i 2 S: Sean f una política estacionaria, g una constante y h(i);

con �N � h(i) �Mi tal que

g�(i; f) + h(i) � C(i; f) +
X
j

Pij(f)h(j); i 2 S (B.18)

Supongamos además que existe � > 0 y un subconjunto �nito G tal que d(i) �
B(g+ �)=� para i =2 G: Entonces �f (i) =  f (i) para todo i y por lo tanto f es costo
promedio esperado óptima.

Consideremos las siguientes hipótesis:

Hipótesis 11 Supongamos que existe una política estacionaria f , con Sf = S;
donde Sf = fi 2 S j Pji(f) > 0 para algún estado jg. Sea cij(f) el costo promedio
en un paso de ir de i a j, satisfaciendo que cij(f) <1 i; j 2 Sf :

Hipótesis 12 Supongamos que en un paso en el proceso semi-Markoviano inducido
por f en Sf son nonlattice.

Hipótesis 13 Supongamos que existe una función u : S ! Sf tal que Pij(f) =
Pu(i)j(f) para todos los estados i; j:

Hipótesis 14 Supongamos que
X
i2Sf

�i�(i; f) < 1: Donde �i es la probabilidad de

estado estacionario en el estado i:

Hipótesis 15 Sea d(i) = min
a
fd(i; a)g, supongamos que dado cualquier número M

positivo, existe un conjunto G tal que d(i) �M para i =2 G:

Proposición 12 Supongamos que las hipótesis 6 y 7 se cumplen y además las
hipótesis 11-15. Entonces existe una política estacionaria costo promedio óptima.



Apéndice C

Equivalencia de PDMs a Tiempo
Continuo y a Tiempo Discreto

A continuación presentamos la equivalencia entre un PDMTD y un PDMTC.
Dicho resultado es debido a Serfozo [15]. Antes de presentar el resultado daremos
algunas de�niciones.

De�nición 29 Sea Y = fY (t) : t � 0g un proceso de Markov en tiempo continuo
con espacio de estados numerable y probabilidad de transición Q(i; j); y cuya es-
tancia en el estado i tiene una distribución exponencial con parámetro 0 � �i <1
(�i = 0 cuando i es estado absorbente). (Véase Cinlar [3] ó Gihman y Skorohod
[4]): El generador in�nitesimal de Y está dado por:

A(i; j) = l��m
t!0

d

dt
P (Y (t) = j j Y (0) = i) =

�
�pi�i si i = j

�iQ(i; j) si i 6= j;
(C.1)

donde pi = 1�Q(i; i):

Comentario 3 Sea Y = fY (t) : t � 0g como en la de�nición anterior y supong-
amos que c = supi pi�i < 1; es decir los parámetros de transición de Y están
acotados. Ahora consideremos otro proceso de Markov en tiempo continuo Y 0 =
fY 0(t) : t � 0g con matriz de transición:

Q0(i; j) =

�
1� pi�i=c si i = j
�iQ(i; j)=c si i 6= j;

(C.2)

y el parámetro �0i = c para todo i:
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Es fácil demostrar que el generador de Y 0 es el mismo que el de Y:De aquí se sigue
que Y es igual en distribución a Y 0: Es decir sus distribuciones �nito dimensionales
son iguales cuando tienen la misma distribución inicial.
La equivalencia entre Y y Y 0 se usa para simpli�car ciertos cómputos para Y

(véase [1]): la Y 0 es una cadena subordinada a un proceso de Poisson y es más
manejable que Y.

C.1. Equivalencia

Consideremos un PDMTC como sigue. Supongamos que el proceso está en el
estado i 2 S; una acción a 2 A se elige y una recompensa r(i; a) se obtiene. Para
simpli�car sean S y A conjuntos numerables. El proceso permanece en el estado i un
tiempo aleatorio el cual está distribuido exponencialmente con parámetro �(i; a) � 0
y pasa al estado j 2 S con probabilidad p(i; a; j): Esta serie de eventos se repite
inde�nidamente. Note que el parámetro �(i; a) = 0 signi�ca que i es un estado
absorbente bajo la acción a. Además p(i; a; i) > 0 signi�ca que el proceso puede
tomar un salto �falso�desde i a si mismo.
Sea f una política estacionaria la cual elige una acción f(i) cuando el proceso

está en el estado i: Supongamos que un descuento y una recompensa bajo f existe.
Denotemos por

Wf (i) = Ef (
1X
n=0

e��Tnr(Yn; an) j Y0 = i); (C.3)

donde � > 0 es el factor de descuento.
Además

	f (i) = l��m
t!0

Ef (t
�1

NtX
n=0

r(Yn; an) j Y0 = i): (C.4)

Aquí el proceso de Markov controlado Y = fY (t) : t � 0g está dado por Y (t) = Yn
si Tn � t < Tn+1; donde Tn es el tiempo de n-ésimo salto de Y al estado Yn; la
acción an = f(Yn) y Nt = m�ax fn : tn � tg es el número de saltos que ocurren en un
tiempo t: Por convención usamos que tk = 0 para k � n+1 cuando Y es absorbido
en el estado Yn:
Denotemos este proceso de Markov controlado como: Y = (S;A; r; �; p; �):
Consideramos además a r(i; a) como una recompensa total recibida al comienzo

de un estado i cuando una acción a se elige: esta es una recompensa compuesta
asociada con la estancia y el siguiente salto. En aplicaciones típicas, r es de la
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forma:

r(i; a) = Ef

�
�0(i; Yi) +

Z T1

0

e��t�1(i; Y1)dt+ e��T1�2(i; Y1) j Y0 = i

�
(C.5)

=
X
j

p(i; a; j) [�0(i; j) + (�1(i; j) + �2(i; j)�(i; a))=(� + �(i; a))] ;(C.6)

donde a = f(i). Aquí �0(i; j) y �2(i; j) son las recompensas totales recibidas durante
la estancia cuando en el siguiente estado j:
Consideremos una cadena de Markov controlada en tiempo discreto, como sigue.

Arribando a un estado i 2 S; una acción a 2 A se toma, y una recompensa r(i; a)
se recibe, y entonces el proceso salta a un estado j 2 S con probabilidad p(i; a; j):
Esta serie de eventos se repite inde�nidamente. Por lo anterior sea f una política
estacionaria y supongamos que las recompensas promedio y descontadas bajo f
existen. Denotemos por:

Vf (i) = Ef (

1X
n=0

�nr(Xn; an) j X0 = i); (C.7)

donde 0 < � < 1 es un factor de descuento, y

�f (i) = l��m
n!1

Ef (n
�1

n�1X
k=0

r(Xk; ak) j X0 = i): (C.8)

Aquí Xn es el n-ésimo estado del proceso y an = f(Xn) es la n-ésima acción elegida.
Denotamos esta cadena de Markov controlada por X = (S;A; r; p; �):
El siguiente resultado a�rma que si un proceso de Markov controlado tiene

parámetros de transición uniformemente acotados, entonces se puede construir una
cadena de Markov controlada la cual es equivalente a ésta.

Teorema 13 Sea Ŷ = (S;A; r̂; �̂; p̂; �) un proceso de Markov controlado con (1 �
p̂(i; a; i))�̂(i; a) � c <1 para toda acción a y estado i. Sea Y = (S;A; r; �; p; �) un
proceso de Markov controlado donde

r(i; a) =

(
r̂(i;a)(�+�̂(i;a))

(�+c)
cuando se consideran recompensas descontadas

r̂(i;a)�̂(i;a)
c

cuando se consideran recompensas promedio
(C.9)

p(i; a; j) =

(
1��̂(i;a)(1�p̂(i;a;i))

c
; si i = j;

�̂(i; a) p̂(i; a; j)=c si i 6= j;
(C.10)

y �(i; a) = c para todo a y i: Sea X = (S;A; r; p; c=(� + c)) una cadena de Markov
controlada, donde r y p están de�nidas por C.9. Si Ŷ ; Y y X están controladas por
una política estacionaria f , entonces Ŵf = Wf = Vf y 	̂f = 	f = c�f :
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Comentario 4 Supongamos que los procesos de decisión Ŷ ; Y y X tienen una
política estacionaria óptima dentro de estas clases respectivas de políticas no esta-
cionarias aleatoriazadas. Es válido por ejemplo, cuando A es �nito y r̂ es acotado.
En efecto Ŷ y Y tienen una mayor clase de políticas que X pero los tres tienen
las mismas clases de políticas estacionarias (deterministas). Del resultado anterior
se sigue que si una política estacionaria f es óptima descontada para cualesquiera
Ŷ , Y ó X, entonces esta es óptima descontada para las otras dos. Un comentario
similar aplica para la política promedio óptima, �-descontada ó �-política promedio
óptima. En este sentido, los procesos de decisión Ŷ , Y y X son equivalentes.

Demostración. Bajo una política f sea Ŷ un proceso de Markov con parámetro
de estancia exponencial �̂i = �̂(i; f(i)), y probabilidad de transición

Q(i; j) = p(i; f(i); j) =

�
1� �̂i(1� Q̂(i; i))=c si i = j;

�̂iQ̂(i; j)=c si i 6= j:
(C.11)

Claramente Ŷ y Y tienen el mismo generador in�nitesimal y entonces son iguales
en distribución (cuando ambos tienen la misma distribución inicial). Entonces para
probar que Ŵf = Wf , es su�ciente demostrar que la recompensa esperada desconta-
da asociada con Ŷ y Y para el momento �actual�en el estado i son iguales para cada
i: Considérese en el momento actual en el estado i por el proceso Y: El proceso Y
puede tomar un salto falso desde i a si mismo con probabilidad Q(i; i): Consecuente-
mente, el número v de saltos falsos desde i en si mismo, antes de un nuevo estado es
alcanzado, es una variable aleatoria geométrica con P (v = n) = Q(i; i)n(1�Q(i; i))
para n � 0: Aquí v = 0 cuando Q(i; i) = 0; y v = 1 cuando Q(i; i) = 1: Entonces
la recompensa esperada recibida por Y para una estancia actual en el estado i es:

E
vX
n=0

e���nr(i; f(i)) = r(i; f(i))E
vX
n=0

n =
r(i; f(i))

(1� Q(i; i))
: (C.12)

Aquí �n denota el tiempo del n-ésimo salto falso en el estado i: este tiene una
distribución gamma con parámetros  = c=(�+ c) y n; y es independiente de v: Por
un argumento similar se sigue que la recompensa esperada recibida por Ŷ para una
estancia actual en i es:

E
v̂X
n=0

e���̂n r̂(i; f(i)) = r̂(i; f(i))=(1� ̂iQ̂(i; i)); (C.13)

donde �̂n tiene una distribución gamma con parámetro ̂i = �̂i=(� + �̂i) y n: Susti-
tuyendo (C.9) y (C.11) en (C.12) se puede ver que la recompensa en (C.12) y (C.13)
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son iguales. De donde se tiene que Ŵf = Wf : Además, por un obvio uso de la es-
peranza condicional en Wf , se sigue que Wf = Vf : Ahora considere la recompensa
promedio 	̂f , 	f y �f bajo la política f para Ŷ ; Y y X respectivamente. Por
el conocido Teorema Abeliano [16, pág. 182][12,p.182], 	̂f (i) = l��m�!0 �Ŵf (i) =
l��m�!0 �Wf (i) = 	f (i) para todo i. Además, Teoremas Abelianos para sumas e
integrales,

	f (i) = l��m
�!0

�Wf (i) (C.14)

= l��m
�!0

�Ef (
1X
n=0

(c=(� + c))nr(Xn; f(Xn)) j X0 = i) (C.15)

= l��m
�!1

c��1(1� �)Ef (
1X
n=0

�nr(Xn; f(Xn)) j X0 = i) (C.16)

= c�f (i): (C.17)
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